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Apresentacao do Minicurso

o Ementa: Definicdo de Espacos de Banach. Exponencial de Operadores Lineares
Limitados. Semigrupos de classe CV. Gerador Infinitesimal. Existéncia e Unicidade para o
PVI. Resolvente de um operador. Semigrupos das Contracées. O Teorema de
Hille-Yosida. Aplicacbes e perspectivas de pesquisa.

e Material: https://reginaldodr.mat.br/semigrupos/minicurso-2025-verao
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Espacos Normados

Definicao 1

Seja X um K-espaco vetorial. Uma aplicacdo
|[-]:X —R

é dita uma norma se, para quaisquer z,y € X e X € K, as seguintes condi¢cGes se verificarem:
® |z| > 0;
0 Se ||z|]| =0, entdo x = 0;

@ [zl = [Alll=];
O llz +yll <l + vl
Nesse caso, o par (X, || - ||) é dito um espago normado .
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Sequéncias em Espacos Normados

Definicao 2
Sejam X um espago normado. Dizemos que uma sequéncia z = (z,,)52, em X

® converge para a € X se, para cada € > 0, existir ng € N de modo que
neNen>ny= |z, —a|] <e.

O ¢é de Cauchy se, para cada € > 0, existir n; € N de modo que

m,n € Nem,n>n = ||z, — x| <e.
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“’ Exercicio

® Em um espag¢o normado X, mostre que toda sequéncia convergente é uma sequéncia de
Cauchy;

® Exiba um espaco normado Y no qual exista uma sequéncia de Cauchy que n3o converge
em Y (veja o Exemplo A.14 das Notas do Minicurso).
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Espacos de Banach

Definicao 3

Um espaco normado X é dito um espaco de Banach se toda sequéncia de Cauchy em X
convergir para um elemento de X.

Luiz Viana/Reginaldo Demarque (IMEUFF)

Minicurso sobre EDOs em Espacos de Banach 12 a 21 de fi

iro de 2025 12 /67



Exemplos:

® Para cada inteiro n > 1, K” é um espaco de Banach, considerando a norma

n 1/2
lallo = (Z W) ,
=1

definida para cada = = (21, -+ ,2z,) € K™. Na verdade, K" é um espago de Banach se
considerarmos qualquer outra norma (Exercicio!).
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® Dados dois inteiros positivos m,n € N, o espaco das matrizes m x n, denotado por
M xn(K), é um espagco de Banach, considerando a norma

m n 1/2
e (ZZ |ajk|2) ,
=1 k=1

definida para cada A = [ak]mxn € Mmxn(K). Na verdade, M, (K) é um espago de
Banach se considerarmos qualquer outra norma (Exercicio!).
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Aplicacoes Continuas

Definicao 4

Sejam X e Y dois espagos normados. Dizemos que uma fungdo f: X — Y é continua em
a € X se, para cada € > 0, existir § > 0 tal que

zeXel|rz—a|x <d=|f(zx)— fla)|ly <e.
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Aplicacoes Lineares Continuas

Definicao 5
Sejam X e Y dois espagos normados. Denotaremos por £(X,Y") o espac¢o vetorial de todas as
aplicacoes lineares e continuas de X em Y, com as operacoes de adicao e multiplicacao por
escalar definidas pontualmente. Cabe observar que:

® Quando X =Y, escreveremos L(X) em vez de L(X, X);

® Quando Y =K, denotaremos £(X,K) por X', que é conhecido como o dual topolégico
de X;

® O conjunto de todos os funcionais lineares ¢ : X — K, continuos ou n3o, sera denotado
por X*, que é conhecido como o dual algébrico de X (veja o Apéndice A.3 das Notas do

Minicurso).
V.
i
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Aplicacoes Lineares Limitadas

Dados dois espacos normados X e Y, e uma aplicagao linear T': X — Y, temos a seguinte

equivaléncia:

T(x
T é continua <= sup M < +00

w0 llzllx

Definicao 6

Sejam X e Y dois espacos normados. Uma aplicacdo linear T': X — Y é dita limitada se

|17 (2)[ly

< . (1)
o20 |Zllx
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Exemplo:

Dados dois espagos normados X e Y, a aplicaciao

T
TeLlL(X;Y) |—>supM eR
w20 l7llx

é uma norma em L(X;Y'), denotada por ||T'||(x,y). Em particular,

IT@)ly < ITlleexnnllellx

E conhecido que

L(X;Y) é um espago de Banach <= Y é um espaco de Banach.J
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A funcao exponecial

A fung3o logaritmo natural € a bijegdo continua (com inversa continua), definida por
1
log : z € (0,400) »—)/ ;thR.
1

A inversa de log : (0,4+00) — R é a fungdo exponencial exp : R — (0, +00), e usualmente

escrevemos

e’ ;= exp(x) para cada x € R.

Cabe recordar que:
0 ¥ =1:

@ €Y = % . €Y para quaisquer 7,y € R;

o (e*) = e” para todo = € R. ’@K
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Solucdo do PVI

Dados a € R e 2y € R, podemos constatar que a tnica fungdo z : [0, +00) — R solug¢do do

problema de valor inicial
2'(t) = ax, t € [0,400);
z(0) = xo,

é dada por z(t) = zpe®.
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Propriedades das Solucoes

Denotando z(t) = S(t)xzo, fazemos as seguintes considera¢des:
® Paracadat e R,
S(t):$0€R'—> S(t)$QER
dado inicial Solugdo do PVI
€ uma funcao linear.

O S(0)xg = x(0) = g, para cada z fixado em R, ou seja, S(0) é exatamente a fun¢do
identidade I : z € R+— z € R;

® Fixados t,s € [0,400) e zp € R, temos

S(t+ s)zo = S(t)S(s)wo.
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Sistema de Equacdes

Dada uma matriz A em M, «,(R) considere o sistema de EDOs

X'(t) = AX, t € [0, +00),

isto é,
' () air aiz o0 ain| [z1()
3312 (t) . a21 23 -+ A2p xI9 (t)
x;’b(t) Qnl an3 te QApn, xn (t)
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Sistema de Equacdes

Dada uma matriz A em M, «,(R) considere o PVI

X'(t) = AX, t € [0,+00);
X(0) = Xo € My (R),

A solugao procurada é um caminho

X : [0, 4+00) — Mpx1(R).

Em analogia ao caso unidimensional

X(t) = etAXO
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Exponencial de Matrizes

Recordemos que a norma em M,,»,,(R) é dada por

n 1/2
Al = ( 3 \az-m)

ij=1

para cada A = [a;]}';_1 € Mpuxn(R).

Defini¢ao 7

Seja A € My»n(R). A exponencial de A é dada por

AJ 1 1 1
A _ ZA2 L A3 . AT
et = § o_j! —I+A+2A ~|—3!A + +n!A + e (2)

]:
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® A série de matrizes, dada em (2), é absolutamente convergente, isto é,

Z HAJ I
7=0
é sempre uma série de nimeros reais convergente.

0 S(t)X( := e X a tnica solucdo do problema de valor inicial

X'(t) = AX, t € [0, +00);
X(O) = Xo GMnxl(R),
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® A aplicagdo S(t) : Mpx1(R) — M,,«1(R) possui propriedades andlogas aquelas obtidas
no caso unidimensional. Mais precisamente,
e Para cada t € [0,400), S(t) € LIMyx1(R));
e S(0) : Mpx1(R) — My «1(R) é o operador identidade;
o Para quaisquer t,s € [0, +00), vale S(t + s) = S(t)S(s).
® Quantitativamente, resolver sistemas de equacdes diferenciais lineares requer identificar a
matriz na forma candnica de Jordan similar a A. Para uma andlise do comportamento das
solugBes, a abordagem espectral de A é uma estratégia eficaz. (veja [Morris, 1974]).
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EDOs para operadores lineares

Parece natural pensar sobre a resolucao e a andlise do sistema de equag¢des diferenciais

x/'(t) = T(x), t € [0,+00);
X(O) = Xg € X,

onde X é um espago de Banach e 7" € L(X).
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Definicao 8
Sejam X um espaco de Banach e 7' € £(X). A exponencial da 7" é dada por
el = Z (3)

T
J=0

onde 70 :=1e 7™+ := T o T™ para todo inteiro n > 0.

7" converge absolutamente.

o N3o é dificil constatar que a série que define e
e Como L(X) é um espaco de Banach, e’ € £(X) encontra-se bem definida.

@ Explorando a no¢do de semigrupo uniformemente continuo, concluiremos, mais adiante,
que x(t) = e’ xq é a tnica solugdo de

Luiz Viana/Reginaldo Demarque (IMEUFF) Minicurso sobre EDOs em Espacos de Banach 29 /67



Neste minicurso, o principal objetivo é obter uma condicdo necessaria e suficiente para que o

problema
x/'(t) = A(x), t € [0, +00);
X(O) =xg € X,

possua solu¢do, onde
@ X é um espaco de Banach.

e A:D(A) — X é uma aplicagdo linear (ndo necessariamente limitada) definida em um
subespaco vetorial D(A) de X.

Isto serd garantido pelo Teorema de Hille-Yosida, que representa um marco muito importante
da teoria geral dos semigrupos.
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Semigrupos de Classe C°

Defini¢ao 9
Seja X um espaco de Banach. Dizemos que a aplicagdo S : [0, +00) — L£(X) é um
semigrupo de operadores limitados em X quando:

® 5(0) =1d;

® S(t+s)=S5(t)S(s), Vt,s € [0, 4+00);
Dizemos que S é de classe C° ou fortemente continuo se

(3] lim+ |(S(t) —Id)z||x =0, Vo € X.
t—0
Dizemos que S é uniformemente continuo se
li S(t) —1d =0.

@ lim 15(2) l2ex)
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© A exponencial !4, quando A € £(X), é um semigrupo.

® Seja X = Cy(R) o espago das fungdes f : R — R uniformemente continuas e limitadas,
com a norma do sup, isto é,

I£I= sup |f (@)
eR

Entdo S : [0, +00) — L(X) dada por [S(t)f](s) = f(t +s), onde t € [0,+0), s€ Re
f € X, define um semigrupo de classe C°.

Luiz Viana/Reginaldo Demarque (IMEUFF) Minicurso sobre EDOs em Espacos de Banach 33/67



Principio da Limitacao Uniforme

Teorema 10 (Banach-Steinhaus)

Sejam X e Y dois espacos normado, com X Banach, e consideremos uma familia
F={T,: X —Y;iel}CL(X)Y),
nao necessariamente enumerdvel, com a seguinte propriedade: para cada x € X, temos

sup | Tiz|ly < oo.
i€l

Entao

sup || Tl cx,y) < oo
iel

Em outras palavras, a limitacdo pontual da familia F implica a sua limitacdo uniforme.

4
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Proposicao 11

Se S é um semigrupo de classe C° em X, entdo existem ;> 0 e M > 1 tais que
ISy < Me, Vit > 0. (4)

Em particular, [S(?)||z(x) é uma fungdo limitada em todo intervalo [0, 77.

Corolario 12

| A\

Todo semigrupo de classe C° é fortemente continuo em [0, +-00), i.e., para todo = € X,

t € [0,400) — S(-)z € X é continua.

.
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Gerador Infinitesimal

Definicao 13

Seja S um semigrupo de classe CY em X. O gerador infinitesimal de S é o operador
A:D(A) C X — X definido por

D(A) = {a: €X; hlim S(h)]f_x existe}

—0+
I —
Az := lim S(h)z :c7 Vz € D(A).
h—0+ h

Vamos designar por Aj, o operador linear limitado

Ah.%' =
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“%’ Exercicio

D(A) é um subespaco vetorial de X e A é um operador linear.
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Existéncia e Unicidade de um PVI

Seja S(t) um semigrupo de classe C° em X e A o seu gerador infinitesimal. Se zo € D(A),
entdo z(t) = S(t)zo define uma Ulnica solugdo do PVI

{x’(t) = Az, t € [0, +00)
z(0) = zo.
Além disso,

z € C°([0, +00); D(A)) N CL(]0, +00); X)

Se x9 ¢ D(A) em X, entdo x(t) = S(t)xo ndo é diferencidvel. Neste caso, dizemos que
x = z(t) é uma solugdo generalizada (fraca) do PVI.
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Teorema 14

Seja S(t) um semigrupo de classe C” em X e A o seu gerador infinitesimal. Dado = € D(A),
entdo

Sz € C°([0,4+00); D(A)) N CL([0, +00); X)

v
“%’ Exercicio

Seja S(t) um semigrupo de classe C” em X e A o seu gerador infinitesimal. Se x € D(A)
mostre que

S(t)z — S(s)z = / " AS(€)z de = / " S(6) Ax de

S
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Integral Vetorial em Espacos de Banach

Sejam X um espa¢o de Banach e u : [a,b] — X uma fungdo continua. Podemos definir a
integral de u através das somas de Riemann

n

b
/ u(t) dt = lim u(&)At; € X,
a ~~ 1210 =

onde
@ Péaparticioa=1ty <ty <---<t,=>bdela,bl.
4] & S (ti_l,ti), Ati =t;—t;_1,1= 1,...,n.

o ||P|| = max At;.
<i<n
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Proposicdo 15

Sejam X um espago de Banach e u : [a,b] — X é continua, entdo

o / lu(t)l] dt

O Se T € L(X,Y), entdo
T </abu(t) dt) = /abT(u(t))dt ev.

ute) | <
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Proposicao 16

Seja S(t) um semigrupo de classe C° em X e A o seu gerador infinitesimal, ent3o para todo
T € X,

® D(A) é denso em X.
® A tem o grafico fechado em X x X.

Dado um operador A : D(A) C X — X, definimos seu grafico como
Gy :={(z,Ax); x € D(A)}

Dizemos que A tem o grafico fechado (ou simplesmente é fechado) quando seu grafico é
fechado em X x X, isto é, quando para cada sequéncia {(xy, Azy)}neny C G4 satisfazendo

T, v € XeAx, »yclX,
temos que x € D(A) e Az =y. "@*
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Seja S(t) um semigrupo de classe C° em X e A o seu gerador infinitesimal, ent3o para todo

/Ot S(€)zdé € D(A) e A (/Ot S(&)x dg) = St)zr —
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Esta (ltima proposicdo nos dd uma condigcdo necessaria para que um operador A seja o
gerador infinitesimal de um semigrupo.

Proposigdo 18 (Unicidade)

Se S1(t) e Sa(t) sdo dois semigrupos de classe C° em X com o mesmo gerador infinitesimal
A, entdo S1 = Ss.
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Espectro de operadores

Seja X um espago de Banach e A: D(A) C X — X um operador linear fechado (ndo
necessariamente continuo). Chamamos de espectro de A, o seguinte conjunto

o(A) ={X € K; AI—A nio ¢ bijetor }.

E o conjunto p(A) = K\ o(A) é dito ser o conjunto resolvente de A. Para Cada A € p(A),
definimos o operador resolvente de A por

Ry:=(A-A)"1: X — D(A)
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Teorema do Grafico Fechado = R) € linear e continuo. )

@ /7, ¢ linear, (T linear e bijetora = T~ ! linear.) (Exercicio!)

o A é tem gréfico fechado = /7, tem grafico fechado. Basta ver que:

ARyx = ARyx — x, Vo € X.

Teorema 19 (Gréfico Fechado)

Sejam X e Y dois espacos de Banach, e consideremos uma aplicacio linear T : X — Y. Se
T tem o grafico fechado, entdo T' é continua.
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Teorema de Hille-Yosida

Teorema 20

Seja X um espago de Banach. Um operador linear A: D(A) C X — X é o gerador

infinitesimal de um semigrupos de contracdes se, e somente se, sdo validas as seguintes
afirmacdes:

® A tem gréfico fechado e é densamente definido, i.e., D(A) = X;
O (0,+00) C p(A) e, para todo A > 0, temos

[BAllzx) <

>| =
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Condicdo Necessaria

Hipotese

A é o gerador infinitesimal de um semigrupos de contragdes S(t).

@ Proposicao 16 = item @
@ Para cada A > 0 e para cada x € X a seguinte integral é absolutamente convergente
00
Lyx = /0 e NS de
o LyeL(X)el|lLallex) <3
o L =R,.

Luiz Viana/Reginaldo Demarque (IMEUFF) Minicurso sobre EDOs em Espacos de Banach 49 /67



L) coincide com R)

Para provarmos que R) coincide com L), devemos ter:
0 N -A)Ly=1em X,
@ Ly(\]-A)=1em D(A).

Equivalentemente, verificaremos que

A(Lyx) = ALyx — x para todo z € X

Ly\(Azx) = ALz — x para todo x € D(A).
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Para cada h > 0 fixado, temos A, € £(X), onde

S(h)x —z

Ap(x) = h

para cada z € X.
O gerador infinitesimal A : D(A) C X — X do semigrupo S : [0, +00) — L(X) é dado por

Az := lim Apz, para cada z € D(A).

h—0t
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Propriedades do Resolvente

“%’ Exercicio

Se X € p(A), como Ry = (A\I—-4)~!, entdo

ARyx = ARyx —x, Vx € X

RyAx = ARyx — x, Yz € D(A)

Em particular,

ARyx = RyAx, Yz € D(A)
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Aproximacao de Yosida

Definicao 21
Seja A € (0,+00) N p(A). A aproximagdo de Yosida de A é o operador Ay € L(X), definido
por

Ay = MRy = M2R) — 1.

Se A satisfaz as condi¢bes @ e @ do enunciado do Teorema de Hille-Yosida, ent3o:
et4x & um semigrupo uniformemente continuo de contracdes, isto &,

HetAkHﬂ(X) <1 e HetAA —1Illz(xy — 0, quandot — 0*.
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lim ARyy =y, Vy e X. J
A——+o00

» Sey e D(A), entdo

01
AR y — yllx < XHAyHX — 0 quando A\ — +o0.

» Seye X\ D(A), dado £ > 0, tome xg € D(A) suficientemente préximo de y.
» Novamente por @, temos
ARy —yllx <e.

Dada a familia {Ax; A € (0,400) N p(A)} de aproximagdes de Yosida de A, temos

lim Ayz = Az, Vo € D(A).

A—+o00
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Esboco da Demonstracao da Condicao Suficente

A demonstracao nas notas é divida em 6 etapas.
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Esboco da Demonstracao da Condicao Suficente

A demonstracao nas notas é divida em 6 etapas.

Episédio IV: Uma nova Esperanca

Podemos definir S : [0, +00) — L(X) por

S(t)z := lim ez, Vze X.
A—+00

Além disso, para cada T' > 0 esta convergéncia é uniforme em [0, 7).

Luiz Viana/Reginaldo Demarque (IMEUFF)
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Episédio V: O Semigrupo Contra-Ataca

Mostrar que S(t) é um semigrupo de classe C° de contracdes.

et4x & uma contragio = S(t) é uma contragio.
S(0) =1
e Dados t,s > 0, note que

I1S(t + 8)a — S(1)S(s)z| < Hs t 4 8)a — e<t+s>AmH

+ H t-‘y—S)A)\:L_ fA)‘S ‘

(s)x — S(t)S(s)a:H

Para ver que S(t) é C°, note que

ISt)x — z|| < HS(t)a:—etA*:UH+ HetA*ac—xH
—_——

~
__converge Semigrupo
uniforme em [0,7] uniformemente continuo
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Episédio VI: O Retorno de A

A é o gerador infinitesimal de S(t).

> Seja B o gerador infinitesimal de S(t).
» Vamos provar que D(A) C D(B) e Az = Bx: dado x € D(A), note que

h h

hBp(z) = S(h)x —z = lim e (Aye — Az) dt + lim e Ag dt
A——+o0 0 A—+o00 0

h
= / S(t)Az dt
0

» D(B) C D(A): dado z € D(B)
® 1€ p(A) = existe y € D(A) tal que (I — A)y = (I — B)x.
*yeDB)= (I-B)y-=z)=0
®* lepB)=z=y.
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A equac3o do Calor
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os| uo()
ur(x,t) — augy(z,t) =0, (z,t) € (0,£) x (0,T)

u(0,t) = u(L, ) =0, te(0,T)
u(z,0) = up(z), z € (0,L)
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Espacos Funcionais

Espaco de Lebesgue

|

£2(0,0) = {f  0,4] — R; /O 1£(2)|? d < +oo},

Y] 1/2
£l z200,0) := </0 \f(x)Pd:v) .

CcoOm a norma

Espacos de Sobolev

HY0,0) = {f € L*(0,0); f' € L*(0,0)},
HoM {f € H'(0,0); f(0) = f(¢)=0}.
H*(0,0) = {f € L*(0,0); f',f" € L*(0,0)},
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O problema no contexto de Semigrupos

Definimos X = L2(0,¢) e D(A) := H}(0,¢) N H?(0,¢) e
A:feD(A) — —af’e X
Para cada u = u(z,t) tal que u(-,t) € X denotaremos por
u:te|0,400) — u(-,t) € X.
Dado up € D(A), podemos reescrever o problema do calor como

{u’(t) = Au, te€][0,00)
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Dados 7" > 0 e w C (0, 1), considere o problema degenerado:

u — (1" ug), = hxw, em (0,7) x(0,1),
em (0,7), (P)
u(0,x) = ug(x), em (0,1),

Dizemos que este problema é nulamente controldvel no tempo T quando existe um controle
h € L*(Q,,) tal que o estado associado u satisfaz a condi¢3o de controle nulo:

w(T,z) =0, Yz € (0,1).

u
| | \
I . T ? .
0 w 1 uo
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Carleman estimates for degenerate parabolic operators with
applications to null controllability

F.ALABAU-BOUSSOUIRA, P. CANNARSA and G. FRAGNELLI

2.2. Well-posedness

In this subsection, we study the well-posedness of the linear degenerate parabolic equation
= @), + c(t, ) = h(t, X) x(a,p)(x),
u(t, 1) =0,
u(t,0)=0, for (WDP),
or
(auy)(t,0) =0, for(SDP),
u(0, x) = up(x),

(2.14)

where (f,x) € (0, T) x (0, 1), ug € L2(0, 1) and h € L2((0, T) x (0, 1)).
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In order to prove the well-posedness of (2.14), we define the operator (A, D(A)) by
D(A) = Ha2 and Yu € D(A), Au := (auy)y. (2.15)

Observe thatif u € D(A) (oreven u € Hal (0, 1)), then u satisfies the boundary conditions
wu(@) = u(l) = 0, in case (WDP), and u(1) = 0, (au,)(0) = 0, in case (SDP). For the
operator (A, D(A)) the following proposition holds:

PROPOSITION 2.5. (see [10]) The operator A : D(A) — L2(0, 1) is closed, self-
adjoint and negative with dense domain.

Hence A is the infinitesimal generator of a strongly continuous semigroup e’ on L%(0, 1).
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Nonlinear Analysis: Real World Applications 66 (2022) 103519

VIER
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Boundary null controllability of degenerate heat equation as the

limit of internal controllability

B.S.V. Aratjo®, R. Demarque ™", L. Viana“

1. Introduction and statement of the main result

Take T > 0, a € (0,2) and £ € (0,1). Let us set
Q= (0,T)»(0,1), w.:=(1-¢e,1)and Q. = (0,T) x w..

L))

Gheck for
Gpdies

In this paper, we prove the existence of a family (ue, h<)e-0, solving

Luiz Viana/Reginaldo Demarque (IMEUFF)

ey = (2%Uer), = heXw,s
us(t,1) =0,

u:(t,0) =0, if € (0,1),

or
(z%uey)(£,0) =0, f o€ [l,2)
u(0,z) = ug(z), u(T,2) =0

Minicurso sobre EDOs em Espacos de Banach

(t,z) € Q,
in (0,7T),

t e (0,T),

r e (0,1),
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* Muito Obrigado! *

Que a Forca

esteja com
vocé!
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