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¢ EXERCICIOS 1.2 ¢

1. Desenhe os seguintes vetores em posi¢io padrio em R2:

(a) a = [3] (b) b= [i]

(c)c=[ i] (d)d=[_;]

2. Desenhe os vetores do Exercicio 1 Com suas origens no
ponto (-2, -3),

3. Desenhe os seguintes vetores na POsi¢do padrao em R3:
(a)a=[0,2,0] b)b=[3,2,1)

©e=[1,-2,1] (dd=[-1,-1,-)

4. Se os vetores do Exercici
modo que suas extremidades
ache os pontos correspondente

0 3 forem transladados de
estejam no ponto (4, 5, 6),
S as suas origens.

5. Para cada um dos seguintes

vetor AB. Depois, determine
padréo.

@A=(1-11B=42 ®) 4=, ~2,B=(2,-1)
©@A=@23.B=(3) (@ A= G.3).B=(41})

6. Um excursionista anda 4 km na direcéo norte e depois 5
km na diregio nordeste. Desenhe os vetores deslocamento

que representam o passeio do excursionista e o vetor que
representa o deslocamento a partir do ponto inicial.

pares de pontos, desenhe o
¢ redesenhe AB na posigdo

Os Exercicios 7 a 10 se referem aos vetores do Exercicio 1.
Determine os vetores indicados e mostre como os resulta-
dos podem ser obtidos geometricamente.

7.a+b

9.d-c

8. b+ec
10. a-d

Os Exercicios 11 e 12 se referem aos vetores do Exercicio 3.
Determine os vetores indicados.

11. 2a + 3¢ 12. 2¢-3b-d

13. Ache as componentes dos vetores u, v, u + ve u -,
onde u e v aparecem na Figura 19,

Figura 19 A

»
»

—» X
1

14. Na Figura 20, A, B, C, D, E e F sio vértices de um
hexédgono regular centrado na origem.

Figura 20

S
m/\n
< —p "=
b S

F

Expresse cada um dos seguintes vetores em termos de a =

OAeb=0B:

(a) AB (b) BC (c)AD
(d) CF (e) AC
(f) BC + DE + FA

Nos Exercicios 15 e 16, simplifique a expressao vetorial
dada. Indique quais propriedades do Teorema | VOCé usou.

15. 2(a-3b)+ 3(2b + a)
16. ~3(a-c)+2(a+2b)+3(c-b)

Nos Exercicios 17 e 18, encontre o vetor X em termos dos
vetores a e b.

17. x-a=2(x-2a)
18. x +2a-b=3(x+a)-22a-b)

Nos Exercicios 19 e 20, desenhe os eixos coordenados rela-
tivosauevelocalize w.

1 1
= =2u +
_1],v [J,w u + 3v

-

o

Nos Exercicios 21 e 22, desenhe os eixos coordenados usuais

no mesmo diagrama que os eixos relativos a u e v. Use estes
ultimos para obter w como combinagao linear deu e v.

o el
o[-l

23. Desenhe diagramas para ilustrar as propriedades (d) e

(e)do Teorema 1.

24. Escreva demonstragdes algébricas das propriedades (d)
a(g) do Teorema 1.




(b) Como e3 € um vetor unitério,
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0
proje,(v) <= (03"')&3 =3e;=|0
3

(c) Temos que Ju =3 +} + 1 = 1. Entao

y

. 12
Projy(¥) = (u-v)u = (% Lok i) 12
VUl iva

s

_+ vyl °

V3 ¢ e

¢ EXERCIiCIOS 1.3 ¢

Nos Exercicios de 1 a 6, calcule u - v.

ee[eel] e el

1

3,2 1,5
Ju=|2|,v=|3 4. u=|-06|v= 4,1
K] 1 -1,4 —-0,2

5. u=[1,V2V30],v=[4-V20 -5]
6. u = (1,12, —3,25, 2,07, —1,83],
v =[-229,1,72,433, —1,54]

Nos Exercicios de 7 a 12, determine a norma do vetor |[u|| do
exercicio indicado e dé o versor deu.

8. Exercicio 2 9. Exercicio 3

11. Exercicio 5

7. Exercicio 1

10. Exercicio 4 12. Exercicio 6

Nos Exercicios de 13 a 16, encontre a distdncia d(u, v) entre
os vetores u e v do exercicio indicado.

14. Exercicio 2
16. Exercicio 4

13. Exercicio 1

15. Exercicio 3

17. Se u, v e w sdo vetores em R", n = 2ecéum escalar,.ex-
plique por que as seguintes expressoes ndo fazem sentido:

(: ; (b) u-v+w
(3 !llu(:"w) d) c-(v+w)

Nos Exercicios de 18 a 21, determine se o dngulo entre u ¢

v é agudo, obtuso ou reto. " g
19. u = -1 V= [_2]
1 -1

o[-

20.u=[4,3,-1] v=[1,-1,1]
2Lu=[09, 2,1, 1,2, v=[-4,5, 2,6, —0,8]

Nos Exercicios de 22 a 25, encontre o dngulo entre u e v do
exercicio dado.

22. Exercicio 18 23. Exercicio 19

24. Exercicio 20 25. Exercicio 21

26. Sejam A = (-3, 2), B = (1, 0) e C = (4, 6). Prove que o
tridngulo AABC é um tridngulo retdngulo.

27. Sejam A = (1, 1,-1), B=(-3,2,-2)e C = (2, 2, -4).
Prove que o tridngulo AABC € um tridngulo retangulo.

28. Determine o angulo entre uma diagonal de um cubo e
uma aresta adjacente.

29. Um cubo possui quatro diagonais. Mostre que ndo existem
duas dessas diagonais que sejam perpendiculares entre si.

Nos Exercicios de 30 a 35, encontre a proje¢do de v sobre
u. Faga um esbogo nos Exercicios 30 e 31.

AEMEG:
30.u—[_1-,v-—[_1] 31.u—-[_§,,v— »
g 1 2
2
3 . _| = -3
Rou=|-5|,v=|-2| 33 u= ,V =
K : 1 =
=3 -1 -2
[0,5]  [21
AT L ’V’[l,z]

[ 3,01
35.u=|-033|,v=

252

- 3

1,34
4,25

—-1,66
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A Figura 15 sugere duas maneiras pelas quais os vetores po-
dem ser usados para calcular a drea de um tridngulo. A drea
A do tridngulo na parte (a) é dada por }|ul||v — proj.(v)l,
e a parte (b) sugere a forma trigonométrica da drea de um
tridngulo: A = |u||v|sen@. (Podemos usar a identidade
sen 8 = /1 — cos’ @ para achar sen 6.) Nos Exercicios 36 e
37, calcule a drea do tridngulo de vértices dados, usando
ambos os métodos.

Figura I5
36.A=(1,-1,B=(2,2),C=(4,0)
37.A=(3,-1,4,B=(4,-2,6),C=(5,0,2)

Nos Exercicios 38 e 39, encontre todos os possiveis valores
de k para os quais os dois vetores sdo ortogonais.

1 k?

+
38.u=[§],v=[:_” Pu=|-1|,v=| k
2 -3

X = .
40. Descreva todos os vetores v = [yJ que sdo ortogonais

-}

x
41. Descreva todos os vetores v = [y] que sdo ortogonais

-]
b

42. Sob que condigdes as seguintes igualdades sdo ver-

dadeiras para vetores u e v em R? ou R3?

@ flu+ vl =u] + vl () Ju+v]=|u] - |v|

43. (a) Prove o Teorema 1(b). (b) Prove o Teorema 1(d).

44. Prove que u - av = a(u - v), para todos os vetores u e vy
em R” e todos os niimeros a.

— |Ivll, para quaisquer vye.

_ vl = [l 4
u-— vl " substitua U por u — vy p,

. Prove qué [ !
::rcs uevemR" (Sugestao:
Desigualdade Triangular.)

ido que U* .
46. Suponl;a ;;n:::; aficrlma tivo, dé uma prova vilida ep
que v=W

R" contrério, dé um contra-exemplo (isto €, um con.
; caso ) plo (isto &, um con
junto especifico de vetores u, V € W pa q v

u-wmasv # W)

47. Prove que (u + I
uer vetores u e vem R

a @ Prove que [u+ v+ Ju=vI* =2l + 2!

para quaisquer vetores u € v em R".

(b) Desenhe um diagrama mostrando u, v, u +.v eu-vem

R2 ¢ use a prova da parte (a) para deduzir uma pro-

priedade sobre 0s paralelogramos.

2 i
49. Prove que u*v = Hu+ v)* = ilu — v|’, para quais-

y = u-w. Pode-se conclyj;

v)-(u—-v)= jul®> = vl para quais.

quer vetores u e v em R”.
50. (a) Prove que u + v| = [lu — v| se, e somente se, ue
v sdo ortogonais.

(b) Desenhe um diagrama mostrando u, v, u + ve u-vem
R? e use a prova da parte (a) para deduzir uma proprie-

dade sobre os paralelogramos.
51. (a) Prove que u + v ¢ u — v sdo ortogonais se, € so-
mente se, |[u|| = ||v|. (Sugestao: veja o Exercicio 47.)

(b) Desenhe um diagrama mostrando u, v, u + ve u—vem
R? e use a prova da parte (a) para deduzir uma pro-
priedade sobre os paralelogramos.

52. (a) Prove que, se u é ortogonal a v e a w, entdo u € or-

togonal a v + w.

(b) Prove que, se u é ortogonal a v e a w, entio u é ortogo-

nal a sv + tw, para quaisquer nimeros s e f.

53. Prove que u € ortogonal a v — proj,(v), para quais-

quer vetoresue vem R”, com u # 0.

54. (a) Prove que Proj,(proj,(v)) = Proj,(v).

(b) Prove que proj,(v — Proj,(v)) = 0.

(Sc; E:p]l;qu? geometricamente og resultados dos itens (a) e (b}
A esigualdade de Cauchy-Schwargz [u-v| =< |uffv] ¢

;2::;::;11& a desigualdade que obtemos ao elevarmos a0
0 ambos os lados: (u-v)2 < f[al?| v

(@) Em R?, com y = | 1 v
. N i [V;J, a desigualdade ¢ es-

crita como
(u v, + 2
W+ w,) < (ui } %)(v% V%)

Prove algebyri
ri
traia o lido ::mcme essa desigualdade. (Sugestdo: sub-
diferenca deve s‘luerdo do lado direito e mostre que 2
€I necessariamente n3o negativa.)

(b) Prove o anélogo de (a) em 3
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¢ EXERCICIOS 1.4 ¢

Nos Exercicios 1 e 2, escreva uma e
normal e (b) na forma geral para a
possui vetor normal n.

quagao (a) na forma
reta que passa por P e

3
I.P:(O,O),n=[2] 2,P=(1’2),n={_§}

Nos Exercicios de 3 a 6, escreva equagoes (a) na forma
normal e (b) na forma paramétrica

! para a reta que passa
por P e tem vetor diretor d.

" a7l - 1
3. P=(1,0)d [3] 4.P—(—4,4),d=[1]

1 0
5.P=(0.00)d=|-1| 6 P=(3,0-2),d= |2
4 o

Nos Exercicios 7 e 8, escreva equagées (a) na forma nor-

mal e (b) na forma geral para o plano que passa por P e
possui vetor normal n.

:;
7. P=(0,1,0),n= |2
1

1
8. P=(-3,51),n=|-1
5

Nos Exercicios 9 e 10, escreva equagdes (a) na forma geral
e (b) na forma paramétrica para o plano que passa por P e
possui vetores diretoresu e v.

2 3
9. P=(0,0,0,u=|1[v=] 2
2 1

-1

10. P = (6,-4,-3),u=|1|v= 1

Nos Exercicios 11 e 12, dé uma equagdo vetorial para a reta
que passa por P e Q.

1LP=(1,-2),0=(3,0)
12.P=(0,1,-1), 0 =(-2,1,3)

Nos Exercicios 13 e 14, dé uma equagdo vetorial para o
plano que passa pelos pontos F, Q e R.

13.P=(1,1,1,0=(4,0,2),R=(0,1,-1)
14.P=(1,0,0),Q=(0,1,0, R=(0,0,1)

15. Ache equagdes paramétricas e uma equagio vetorial
para as retas de R” que possuem as seguintes equagdes:

(@)y=3x-1 (b)3x+2y=5
16. Considere a equagéo vetorial x = p + q - p), onde p e
q correspondem a pontos distintos P e Q em R? ou R’.

(a_) Mostre que essa equagdo descreve o segmento de reta
PQ quando tvariade 0 a 1.

(b) Para que valores de t x é ponto médio de PQ? Qual é
esse x?

(c) Determine o ponto médio de PQ quando P = (2, -3) e
2=0,1).

(d) Determine o ponto médio de PQ quando P =(1,0,1)e
0=(4,1,-2).

(¢) Determine os dois pontos que dividem o segmento PQ
da parte (c) em trés partes iguais.

(f) Determine os dois pontos que dividem o segmento PQ
da parte (d) em trés partes iguais.

17. Indique uma “demonstragdo vetorial” do fato de que,
em R2, duas retas com inclinagdes m; e m; sdo perpendi-
culares se, e somente se, mym; = -1.
18. A reta r passa pelo ponto P =(1, -1, 1) e tem vetor di-
2
3 |. Para cada um dos seguintes planos P,
-1
determine se r e P sao paralelos, perpendiculares ou
nenhum desses dois:

(@2x+3y-z=1
(c)x-y-z=3

retord =

b)d4x-y+5z=0
(d)dx +6y-2z=0

19. O plano %, tem equagdo 4x — y + 5z = 2. Para cada um
dos planos  do Exercicio 18, determine se P, ¢ P sdo
paralelos, perpendiculares ou nenhum desses dois.

20. Determine uma equagao vetorial para a reta de R” que
passa por P = (2, -1) e é perpendicular a reta de equagio
geral 2x -3y = 1.

21. Determine uma equagdo vetorial para a reta de R? que
passa por P =(2, -1) e ¢ paralela a reta de equagéo geral 2x —
3y=1

22, Determine uma equagao vetorial para a reta de R® que
passa por P = (-1, 0, 3) e é perpendicular ao plano de
equagdo geral x - 3y + 2z =5.

23. Determine uma equagdo vetorial para a reta de R?
que passa por P = (-1, 0, 3) e é perpendicular a reta de
equagdes paramétricas

x= 1-1
y= 2+3t
z=-2-1




Nao se iluda pensando que a tecnolo
que fazendo os cédlculos A mao. A
associados a aritmética de ponto
mas e conduzir a respostas
Contou para ter uma idéia d
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gia sempre lhe daré a resposta de modo mais rapido ou mais f4cil do
§ vezes ela pode néo fornecer nenhuma resposta! Erros de arredondamento
flutuante usada por calculadoras e computadores podem causar sérios proble-

completamente erradas. Veja Investigagao: Mentiras que meu Computador me
O problema. (Vocé foi avisado!)

¢ EXERCICIOS 2.2 ¢

Nos Exercicios de 1 a 6, determine quais equacgoes sao li-

neares nas variaveis x, y e z. Se alguma equagdo naio for
linear, explique o motivo.

1.x—wy+\ygz=0

3. x'+7y+z= sen(%)

Z x2+y2+22=

4. 2x—xy—5z=0
6. (cos3)x — 4y + z=V3

5. 3cosx—4dy+z=V3

Nos Exercicios de 7 a 10, encontre uma equagdo linear que
tenha o mesmo conjunto solugdo que a equagdo dada
(possivelmente com alguma restri¢ao nas varidveis).

7. % it 8. — =1
. -+ — P . —
y Y x—y

1 1 4

X y xy

Nos Exercicios de 11 a 14, encontre o conjunto solugdo de
cada equagao.

1. 3x -6y =0
13. x+2y +3z=4

12. 2x; +3x;=5
14. 4X]+3XZ+ZX3=]

Nos Exercicios de 15 a 18, desenhe grdficos correspondentes
aos sistemas lineares dados. Determine geometricamente se
cada sistema tem uma tinica solugdo. Entao resolva cada sis-
tema algebricamente para confirmar sua resposta.

15. x+y=0 16. x—-2y=7
2+ y=3 3x+ y=17

17. 3x—-6y=3 18. 0,10x — 005y = 020
-x+2y=1 —0,06x + 0,03y = —0,12

Nos Exercicios de 19 a 24, resolva o sistema dado usando

substituicdo.

19.x-2y=1 20. 2u—3v =5
y=3 2V=6

2x— y+ z= 0 22. x + 20+ 313=0
y— z=-1 ~5x; + 263 =0
Y 4x3=0

3z=-1

. x;+x—x3—-x4=1 24.x-3y+z= 5
x2+x3+x3=0 y—2z=-1
x3—x3=0
X4=1

Os sistemas dos Exercicios 25 e 26 exibem um padrao “tri-
angular inferior” que torna fécil resolvé-los por substituigdo
de frente para trds. (Encontraremos substituicao de frente
para trds de novo no Capitulo 3.) Resolva esses sistemas.

25:070% = 2 26 xy = -1
2x + y = -3 —%xl + X = 5
-3x—-4y+z=-10 %x1+2x2+x3= 7

Encontre as matrizes completas dos sistemas lineares dos
Exercicios 27 a 30.

27. x-y=0 28. 2x;+3x— x3=1

x+y=3 X + x3=0

-x1+20—-2x3=0

29, x+5y=-1 30. a-2b + d=2

-x+ y=-5 -a+ b—-c—-3d=1
2x+4y= 4

Nos Exercicios 31 e 32, encontre um sistema de equacées li-
neares que tenha a matriz dada como sua matriz completa.

0 11 1 -1 03 1]2
3.|1 -1 01 2.1 1 21 -114
2 =1 1)1 102 3]0

Nos Exercicios de 33 a 38, resolva os sistemas lineares dos
exercicios indicados.

33. Exercicio 27 34. Exercicio 28
35, Exercicio 29 36. Exercicio 30
37. Exercicio 31 38. Exercicio 32

39. (a) Encontre um sistema de duas equagdes lineares nas
varidveis x e y cujo conjunto solu¢io seja dado pelas
equagdes paramétricas x =tey =3 -21.



2.3 Métodos Diretos de Resolugdo de Sistemas Lineares 79

¢ EXERCICIOS 2.3 ¢

Nos Exercicios de 1 a 8, determine se a matriz dada estd na

forma escalonada por linhas. Se estiver, indique se ela tam-
bém estd na forma escalonada reduzida.

10 1 P 01 e
L]o o 310" i, 4
L0130 0 0 0]
00 0 1 41000
0 0 0]
10 3 -4 0 0 0 17
51000 o0 o0 6.0 1 0
B 5 i ] 107 0,
Fgp 2 3 [2 1 3 5
100 001 -1
7. 8.
01 1 000 3
0 0 1 000 o0

Nos Exercicios de 9 a 14, use operagoes elementares para
reduzir a matriz dada as formas (a) escalonada por linhas
e (b) escalonada reduzida.

o011 0. [4 )
* 127
bl i i
Hon @ 3 A4 6]
11- 5 —2 12' ‘3 1 6 6
2 4
3 -2 -1 s 2
B2 -1 -1 14 | ~3%=6 10
4 -3 -1 B W e

15. Reverta as operagdes elementares com as linhas usa-
das no Exemplo 3 para mostrar que podemos converter

1 2 —4 —4 5 1 2 -4 -4 5
o 0o 1 1 -1 B, 2 19
0o 0 0 0 24 -1 3 63

16. Em geral, qual é a operagdo elementar com linhas que
desfaz cada uma das trés operagdes elementares com linhas
L, L], kL;e L+ ij.-,

Nos Exercicios 17 e 18, mostre que as matrizes dadas sao
linha-equivalentes e encontre uma seqiiéncia de operagoes
elementares com as linhas que convertem A em B.

1 2 3 -1
7. = 3
e [3 4}’3 [1 0]

2 -1 < B e |
A= 1 1+, 0LB=13 5°.,1
7 1 22 0

19. O que est4 errado com a seguinte demonstragdo de
que toda matriz com pelo menos duas linhas € linha-
equivalente a uma matriz com uma linha nula?

Efetue L, + Ly e Ly + L,. Agora as linhas 1 e 2 sdo
idénticas. Efetue agora L, — L; para obter uma linha
de zeros na segunda linha.

20. Qual o efeito resultante ao efetuar as seguintes operagoes
elementares sobre linhas em uma matriz (com pelo menos
duas linhas)?

L, + Ll’ L,- Lz’ Ly + LI’ -L
21. Qual € o posto de cada uma das matrizes dos Exer-
cicios 1 a 8?

22. Quais sdo as possiveis formas escalonadas reduzidas
de matrizes 3 X 3?

Nos Exercicios de 23 a 32, resolva o sistema de equagées
dado usando o método de eliminagdo de Gauss ou o mé-
todo de eliminag¢do de Gauss-Jordan.

23. xl+2x2—3x3=9 24, x - y+ z2=0

25— X+ x3=0 -x+3y+ z=5

4x|—x2+ X3=4 3x+ y+7z=2

25, x,-3x,-2x;=0
—x1+2x2+ X3=0
2x; +4x;, + 6x3=0

26. 2w +3x —y+4z=0
3w - x + z=1

3w—4x+y— z=2

27.2r+ s= 3
r+ s= 7
2r + 5s = —1

28, —x, +3x, - 2x; +4x,= 0
2x, — 6+ X3 — 2%, = =3

x|_3xz+4X3—SX4= 2
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29, %x, + x, - X3 — 6x = 2 42. Dé exemplos de sistemas homogéneos cop, - o
l k 4 des lineares em n varidveis, com m = n e com p,
X + lx _ G : e :
v M b ts tenham (a) infinitas solugdes e (b) uma tnica soluggg ¢
%xl = 2x, —dxg= 8 '
Nos Exercicios 43 e 44, encontre a reta interseci, g, 4
Vet T e 1 par de planos dados.
V2y — -
e o 43.3x+2y+z7=-1e2x-y+4z=5
T YR ; M4.4x+y-z=0e2x-y+3z=4
NS y+z= 1 45. (a) Dé um exemplo de trés planos cuja intersegao :
W=Xx—- y+z= o uma reta (Figura 3).
X + y = -1
Wt x +z= 2

2.a+ b+ ¢+ d= 4
a+2b+ 3c+ 4d =10
a+3b+ 6c+10d =20
a+4b + 10c + 20d = 35

Nos Exercicios de 33 a 36, determine, sem efetuar nenhum Figura 3
cdlculo, se um sistema linear com a matriz completa dada
lem uma tinica solugdo, infinitas solugées ou nenhuma
solugdo. Justifique suas respostas.

0 0 1]2 3 -2 0 1
33./01 3|1 4. 11 2 -3 1|-

1 0 11 2 4 -6 2 0

1 2 3 4|0 1 2 3 4 5|6
35. |5 6 7 8]0 36. |6 5 4 3 2|1

9 10 11 120 wRRY Sl B it B My

37. Mostre que, se ad - bc # 0, o sistema

ax + by =r Figura 4
cx+dy=s

(c) D& um exemplo de trés planos, de modo que exatd

t tinica solugao. i i
em uma ca mente dois deles $€)am paralelos (Figura 5).

Nos Exercicios de 38 a 41, para que valor(es) de k, se hou-
ver, o sistema terd (a) nenhuma solugdo, (b) uma tnica

solugdo e (c) infinitas solugdes?

38 kx+2y= 3 39. x+ky=1
2x —4y = —6 kx+ y=1

4. x—-2y+3z=2 1. x+ y+kz= 1
x+ y+ z=k x+ky+ z= 1
2x— y+4z=k KX+ 'y+ ‘z=29

Figura 5



(d) D& um exemplo de trés planos

- : que se interceptem
um Gnico ponto (Figura 6), o

Figura 6

Nos Exercicios 46 e 47, determine se asretasx =p+suex

= q + IV se interceptam e, nesse caso, encontre o ponto de
interse¢ao.

[-1

2 1 -1

%6.p=| 2(,q=(2|u= v=1 1

L1 0] L -1 0
3 -1 1 2
a7.p=|1|,q= 1|,u= 0,v=[3
L0 -1 L1 1
1 1 2

48. Sejamp = |2 |,u = 1],ev=|1/. Descreva to-

3 =1 0

dos os pontos Q =(a, b, c)tais que a reta que passa por Q e tem
a diregao do vetor v intercepte a reta de equagéo x = p + su.
49. Lembre-se de que o produto vetorial dos vetoresu e v

¢ um vetor u X v ortogonal a ambos os vetores u e v. (Veja
Investigagdo: O Produto Vetorial, no Capitulo 1.) Se

u Vi
u=|u €.l a5 Ve
Us V3

mostre que existem infinitos vetores
X
X5 |4
X3
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que satisfazem u-x = 0 e v-x = ( simultaneamente e que

vy — UsV,
sdo multiplos de u X v = | usv, — u,v,
Uy = v
1 0 2 0
50. Sejam p=|1|,q=| 1[u=|-3|ev=| 6]
0 -1 1 -1

Mostre que as retas x = p + su e x = q + tv sio reversas.
Encontre equagdes vetoriais de um par de planos parale-
los, de modo que cada um deles contenha uma das retas.

Nos Exercicios de 51 a 56, resolva o sistema de equagoes
lineares sobre o corpo Zp indicado.

S1. x + 2y =1 sobre Z, 52. x+y = 1 sobre Z,
x+ y=2 y+z=0
x +z=1
53. x+y =1 sobre Z,
y+z=0

X +i.z =i
54. 3x + 2y = 1 sobre Z

x+4y=1
55. 3x + 2y = 1 sobre Z,
x+4y=1
56. x, + 4x, = 1sobre Z;
X+ 2x, + 4x, =3
2x, + 2x, + x4=1
x, + 3x5 =2

57. Prove o seguinte corolédrio do Teorema do Posto: seja
A uma matriz m X n com elementos em Z,. Qualquer sis-
tema de equagdes lineares possivel, com matriz dos coefi-
cientes igual a A, tem exatamente p" P94 solugdes so-
bre Z,.

58. Quando p ndo € primo, um cuidado extra é necessério
ao resolvermos um sistema linear (ou, na verdade, qual-
quer equagdo) sobre Z, Usando o método de eliminagio
de Gauss, resolva o seguinte sistema sobre Zg. Qual com-
plicagao surge?

2x +3y=4
4x +3y=2
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DEMONSTRAGAO: Assuma s
Seoli5 23, pelo THBIO, dg:e V1, V2, ..., ¥, sejam linearmente dependentes. Entdo, pelo Teorema 2 da
Vetores pode ser escrito como combinagdo linear dos demais. Se necessario,

reindexamos os vetores de mod

i 0 que possamos esc = a

racdes elementares com as linhas, [ p TEVET V), = C[V] + (V2 + ... + Cpmy_1¥,y 1. ENtdo, as ope-
b

s . =C L ] L iE = i . . a
uma linha nula na linha m. Lo pos’:o( A)1< :n m=C2Ly, ..., Ly, = €y — 1Ly, _ 1, aplicadas & matriz A, criardo
Reciprocamente, assum '
) a 1 a iié 1 O i i
cria s il Vi arque POsto(A) < m. Existe entdo uma seqiiéncia de operagdes com linhas que ir4
gumento de substituigdo sucessiva, analogo ao usado no Exemplo 8, pode ser

usado para mostrar que 0 é um b a1
a combinagdo linear ndo trivi i ao li-
nearmente dependentes. ¢ ¢ ar ndo trivial de vy, vy, ..., V,,. Assim, v{, ¥, ..., ¥, @0 li

Em algumas situago i
g 1agoes, podemos deduzir sem nenhum trabalho que um conjunto de vetores € linear-

mente dependente. E i = :
Brerlo I;) ey ssa sxltua’qao ocorre, por exemplo, quando o vetor nulo pertence ao conjunto (como no

N g e ' exemplo € quando héd “vetores demais” para serem independentes. O teorema a seguir
resume esse caso. (Veremos uma versao mais agucada desse resultado no Capitulo 6.)

@ TEOREMA 5

Qualquer conjunto de m vetores em R" é linearmente dependente se m > n.

DEMONSTRACAO: Sejam vy, vy, ... ., ¥,, vetores (coluna) em R" e A a matriz n X m[vy, vy, ..., V,,] com esses
vetores como suas colunas. Pelo Teorema 3, vy, vy, ..., v,, sdo linearmente dependentes se, e somente se, 0
sistema linear homogéneo de matriz completa [A | 0] tiver solugdo nio trivial. Mas, de acordo com o Teorema
3 da Secdo 2.3, esse serd sempre o caso se A tiver mais colunas do que linhas; é esse o caso aqui, jd que o
nimero de colunas m é maior que o niimero de linhas n. ¢

EXEMPLO 9 Os vetores [;] [ﬂ e [ﬂ sdo linearmente dependentes, pois ndo pode haver mais do que dois

vetores linearmente independentes em R2. (Note que, se quisermos encontrar a relagao de de-
pendéncia entre esses trés vetores, devemos resolver o sistema linear homogéneo cuja matriz

==  dos coeficientes tem os vetores dados como colunas. Faga isso!) *
¢ EXERCICIOS 2.4 ¢
Nos Exercicios de 1 a 6, determine se o vetor v é uma com- 1 1 0 1
binagdo linear dos demais vetores. 5. v=|2|,uy=(1},u;=|1[u3=1]0
3 0 1 1
v (=[]
. ¥V = U = Ly SRS RN
" S -1 1 32 1,0 34 -12
2 41 —2] 6. v=| 20w =04 m=] 14| u=| 02
Z¢ vV= 1}, u = {_2 ,“2— 1 _2,6 4,8 —6,4 _1'0
1 1 0
.v=|2|u=|1]|m= 1 Nos Exercicios 7 e 8, determine se o vetor b pertence ao
K] 0 1 conjunto gerado pelas colunas da matriz A.
i 0
3 : 1 2 5
dv=| 2|u=|1|uw=|1 7. A= b=
3 4 6
L—l 0 1 |







