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¢ EXERCICIOS 1.2 ¢

1. Desenhe os seguintes vetores em posi¢io padrio em R2:

(a) a = [3] (b) b= [i]

(c)c=[ i] (d)d=[_;]

2. Desenhe os vetores do Exercicio 1 Com suas origens no
ponto (-2, -3),

3. Desenhe os seguintes vetores na POsi¢do padrao em R3:
(a)a=[0,2,0] b)b=[3,2,1)

©e=[1,-2,1] (dd=[-1,-1,-)

4. Se os vetores do Exercici
modo que suas extremidades
ache os pontos correspondente

0 3 forem transladados de
estejam no ponto (4, 5, 6),
S as suas origens.

5. Para cada um dos seguintes

vetor AB. Depois, determine
padréo.

@A=(1-11B=42 ®) 4=, ~2,B=(2,-1)
©@A=@23.B=(3) (@ A= G.3).B=(41})

6. Um excursionista anda 4 km na direcéo norte e depois 5
km na diregio nordeste. Desenhe os vetores deslocamento

que representam o passeio do excursionista e o vetor que
representa o deslocamento a partir do ponto inicial.

pares de pontos, desenhe o
¢ redesenhe AB na posigdo

Os Exercicios 7 a 10 se referem aos vetores do Exercicio 1.
Determine os vetores indicados e mostre como os resulta-
dos podem ser obtidos geometricamente.

7.a+b

9.d-c

8. b+ec
10. a-d

Os Exercicios 11 e 12 se referem aos vetores do Exercicio 3.
Determine os vetores indicados.

11. 2a + 3¢ 12. 2¢-3b-d

13. Ache as componentes dos vetores u, v, u + ve u -,
onde u e v aparecem na Figura 19,

Figura 19 A

»
»

—» X
1

14. Na Figura 20, A, B, C, D, E e F sio vértices de um
hexédgono regular centrado na origem.

Figura 20

S
m/\n
< —p "=
b S

F

Expresse cada um dos seguintes vetores em termos de a =

OAeb=0B:

(a) AB (b) BC (c)AD
(d) CF (e) AC
(f) BC + DE + FA

Nos Exercicios 15 e 16, simplifique a expressao vetorial
dada. Indique quais propriedades do Teorema | VOCé usou.

15. 2(a-3b)+ 3(2b + a)
16. ~3(a-c)+2(a+2b)+3(c-b)

Nos Exercicios 17 e 18, encontre o vetor X em termos dos
vetores a e b.

17. x-a=2(x-2a)
18. x +2a-b=3(x+a)-22a-b)

Nos Exercicios 19 e 20, desenhe os eixos coordenados rela-
tivosauevelocalize w.

1 1
= =2u +
_1],v [J,w u + 3v

-

o

Nos Exercicios 21 e 22, desenhe os eixos coordenados usuais

no mesmo diagrama que os eixos relativos a u e v. Use estes
ultimos para obter w como combinagao linear deu e v.

o el
o[-l

23. Desenhe diagramas para ilustrar as propriedades (d) e

(e)do Teorema 1.

24. Escreva demonstragdes algébricas das propriedades (d)
a(g) do Teorema 1.




(b) Como e3 € um vetor unitério,

1.3 Comprimento e Angulo: O Produto Escalar 27

0
proje,(v) <= (03"')&3 =3e;=|0
3

(c) Temos que Ju =3 +} + 1 = 1. Entao

y

. 12
Projy(¥) = (u-v)u = (% Lok i) 12
VUl iva

s

_+ vyl °

V3 ¢ e

¢ EXERCIiCIOS 1.3 ¢

Nos Exercicios de 1 a 6, calcule u - v.

ee[eel] e el

1

3,2 1,5
Ju=|2|,v=|3 4. u=|-06|v= 4,1
K] 1 -1,4 —-0,2

5. u=[1,V2V30],v=[4-V20 -5]
6. u = (1,12, —3,25, 2,07, —1,83],
v =[-229,1,72,433, —1,54]

Nos Exercicios de 7 a 12, determine a norma do vetor |[u|| do
exercicio indicado e dé o versor deu.

8. Exercicio 2 9. Exercicio 3

11. Exercicio 5

7. Exercicio 1

10. Exercicio 4 12. Exercicio 6

Nos Exercicios de 13 a 16, encontre a distdncia d(u, v) entre
os vetores u e v do exercicio indicado.

14. Exercicio 2
16. Exercicio 4

13. Exercicio 1

15. Exercicio 3

17. Se u, v e w sdo vetores em R", n = 2ecéum escalar,.ex-
plique por que as seguintes expressoes ndo fazem sentido:

(: ; (b) u-v+w
(3 !llu(:"w) d) c-(v+w)

Nos Exercicios de 18 a 21, determine se o dngulo entre u ¢

v é agudo, obtuso ou reto. " g
19. u = -1 V= [_2]
1 -1

o[-

20.u=[4,3,-1] v=[1,-1,1]
2Lu=[09, 2,1, 1,2, v=[-4,5, 2,6, —0,8]

Nos Exercicios de 22 a 25, encontre o dngulo entre u e v do
exercicio dado.

22. Exercicio 18 23. Exercicio 19

24. Exercicio 20 25. Exercicio 21

26. Sejam A = (-3, 2), B = (1, 0) e C = (4, 6). Prove que o
tridngulo AABC é um tridngulo retdngulo.

27. Sejam A = (1, 1,-1), B=(-3,2,-2)e C = (2, 2, -4).
Prove que o tridngulo AABC € um tridngulo retangulo.

28. Determine o angulo entre uma diagonal de um cubo e
uma aresta adjacente.

29. Um cubo possui quatro diagonais. Mostre que ndo existem
duas dessas diagonais que sejam perpendiculares entre si.

Nos Exercicios de 30 a 35, encontre a proje¢do de v sobre
u. Faga um esbogo nos Exercicios 30 e 31.

AEMEG:
30.u—[_1-,v-—[_1] 31.u—-[_§,,v— »
g 1 2
2
3 . _| = -3
Rou=|-5|,v=|-2| 33 u= ,V =
K : 1 =
=3 -1 -2
[0,5]  [21
AT L ’V’[l,z]

[ 3,01
35.u=|-033|,v=

252

- 3

1,34
4,25

—-1,66
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A Figura 15 sugere duas maneiras pelas quais os vetores po-
dem ser usados para calcular a drea de um tridngulo. A drea
A do tridngulo na parte (a) é dada por }|ul||v — proj.(v)l,
e a parte (b) sugere a forma trigonométrica da drea de um
tridngulo: A = |u||v|sen@. (Podemos usar a identidade
sen 8 = /1 — cos’ @ para achar sen 6.) Nos Exercicios 36 e
37, calcule a drea do tridngulo de vértices dados, usando
ambos os métodos.

Figura I5
36.A=(1,-1,B=(2,2),C=(4,0)
37.A=(3,-1,4,B=(4,-2,6),C=(5,0,2)

Nos Exercicios 38 e 39, encontre todos os possiveis valores
de k para os quais os dois vetores sdo ortogonais.

1 k?

+
38.u=[§],v=[:_” Pu=|-1|,v=| k
2 -3

X = .
40. Descreva todos os vetores v = [yJ que sdo ortogonais

-}

x
41. Descreva todos os vetores v = [y] que sdo ortogonais

-]
b

42. Sob que condigdes as seguintes igualdades sdo ver-

dadeiras para vetores u e v em R? ou R3?

@ flu+ vl =u] + vl () Ju+v]=|u] - |v|

43. (a) Prove o Teorema 1(b). (b) Prove o Teorema 1(d).

44. Prove que u - av = a(u - v), para todos os vetores u e vy
em R” e todos os niimeros a.

— |Ivll, para quaisquer vye.

_ vl = [l 4
u-— vl " substitua U por u — vy p,

. Prove qué [ !
::rcs uevemR" (Sugestao:
Desigualdade Triangular.)

ido que U* .
46. Suponl;a ;;n:::; aficrlma tivo, dé uma prova vilida ep
que v=W

R" contrério, dé um contra-exemplo (isto €, um con.
; caso ) plo (isto &, um con
junto especifico de vetores u, V € W pa q v

u-wmasv # W)

47. Prove que (u + I
uer vetores u e vem R

a @ Prove que [u+ v+ Ju=vI* =2l + 2!

para quaisquer vetores u € v em R".

(b) Desenhe um diagrama mostrando u, v, u +.v eu-vem

R2 ¢ use a prova da parte (a) para deduzir uma pro-

priedade sobre 0s paralelogramos.

2 i
49. Prove que u*v = Hu+ v)* = ilu — v|’, para quais-

y = u-w. Pode-se conclyj;

v)-(u—-v)= jul®> = vl para quais.

quer vetores u e v em R”.
50. (a) Prove que u + v| = [lu — v| se, e somente se, ue
v sdo ortogonais.

(b) Desenhe um diagrama mostrando u, v, u + ve u-vem
R? e use a prova da parte (a) para deduzir uma proprie-

dade sobre os paralelogramos.
51. (a) Prove que u + v ¢ u — v sdo ortogonais se, € so-
mente se, |[u|| = ||v|. (Sugestao: veja o Exercicio 47.)

(b) Desenhe um diagrama mostrando u, v, u + ve u—vem
R? e use a prova da parte (a) para deduzir uma pro-
priedade sobre os paralelogramos.

52. (a) Prove que, se u é ortogonal a v e a w, entdo u € or-

togonal a v + w.

(b) Prove que, se u é ortogonal a v e a w, entio u é ortogo-

nal a sv + tw, para quaisquer nimeros s e f.

53. Prove que u € ortogonal a v — proj,(v), para quais-

quer vetoresue vem R”, com u # 0.

54. (a) Prove que Proj,(proj,(v)) = Proj,(v).

(b) Prove que proj,(v — Proj,(v)) = 0.

(Sc; E:p]l;qu? geometricamente og resultados dos itens (a) e (b}
A esigualdade de Cauchy-Schwargz [u-v| =< |uffv] ¢

;2::;::;11& a desigualdade que obtemos ao elevarmos a0
0 ambos os lados: (u-v)2 < f[al?| v

(@) Em R?, com y = | 1 v
. N i [V;J, a desigualdade ¢ es-

crita como
(u v, + 2
W+ w,) < (ui } %)(v% V%)

Prove algebyri
ri
traia o lido ::mcme essa desigualdade. (Sugestdo: sub-
diferenca deve s‘luerdo do lado direito e mostre que 2
€I necessariamente n3o negativa.)

(b) Prove o anélogo de (a) em 3
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¢ EXERCICIOS 1.4 ¢

Nos Exercicios 1 e 2, escreva uma e
normal e (b) na forma geral para a
possui vetor normal n.

quagao (a) na forma
reta que passa por P e

3
I.P:(O,O),n=[2] 2,P=(1’2),n={_§}

Nos Exercicios de 3 a 6, escreva equagoes (a) na forma
normal e (b) na forma paramétrica

! para a reta que passa
por P e tem vetor diretor d.

" a7l - 1
3. P=(1,0)d [3] 4.P—(—4,4),d=[1]

1 0
5.P=(0.00)d=|-1| 6 P=(3,0-2),d= |2
4 o

Nos Exercicios 7 e 8, escreva equagées (a) na forma nor-

mal e (b) na forma geral para o plano que passa por P e
possui vetor normal n.

:;
7. P=(0,1,0),n= |2
1

1
8. P=(-3,51),n=|-1
5

Nos Exercicios 9 e 10, escreva equagdes (a) na forma geral
e (b) na forma paramétrica para o plano que passa por P e
possui vetores diretoresu e v.

2 3
9. P=(0,0,0,u=|1[v=] 2
2 1

-1

10. P = (6,-4,-3),u=|1|v= 1

Nos Exercicios 11 e 12, dé uma equagdo vetorial para a reta
que passa por P e Q.

1LP=(1,-2),0=(3,0)
12.P=(0,1,-1), 0 =(-2,1,3)

Nos Exercicios 13 e 14, dé uma equagdo vetorial para o
plano que passa pelos pontos F, Q e R.

13.P=(1,1,1,0=(4,0,2),R=(0,1,-1)
14.P=(1,0,0),Q=(0,1,0, R=(0,0,1)

15. Ache equagdes paramétricas e uma equagio vetorial
para as retas de R” que possuem as seguintes equagdes:

(@)y=3x-1 (b)3x+2y=5
16. Considere a equagéo vetorial x = p + q - p), onde p e
q correspondem a pontos distintos P e Q em R? ou R’.

(a_) Mostre que essa equagdo descreve o segmento de reta
PQ quando tvariade 0 a 1.

(b) Para que valores de t x é ponto médio de PQ? Qual é
esse x?

(c) Determine o ponto médio de PQ quando P = (2, -3) e
2=0,1).

(d) Determine o ponto médio de PQ quando P =(1,0,1)e
0=(4,1,-2).

(¢) Determine os dois pontos que dividem o segmento PQ
da parte (c) em trés partes iguais.

(f) Determine os dois pontos que dividem o segmento PQ
da parte (d) em trés partes iguais.

17. Indique uma “demonstragdo vetorial” do fato de que,
em R2, duas retas com inclinagdes m; e m; sdo perpendi-
culares se, e somente se, mym; = -1.
18. A reta r passa pelo ponto P =(1, -1, 1) e tem vetor di-
2
3 |. Para cada um dos seguintes planos P,
-1
determine se r e P sao paralelos, perpendiculares ou
nenhum desses dois:

(@2x+3y-z=1
(c)x-y-z=3

retord =

b)d4x-y+5z=0
(d)dx +6y-2z=0

19. O plano %, tem equagdo 4x — y + 5z = 2. Para cada um
dos planos  do Exercicio 18, determine se P, ¢ P sdo
paralelos, perpendiculares ou nenhum desses dois.

20. Determine uma equagao vetorial para a reta de R” que
passa por P = (2, -1) e é perpendicular a reta de equagio
geral 2x -3y = 1.

21. Determine uma equagdo vetorial para a reta de R? que
passa por P =(2, -1) e ¢ paralela a reta de equagéo geral 2x —
3y=1

22, Determine uma equagao vetorial para a reta de R® que
passa por P = (-1, 0, 3) e é perpendicular ao plano de
equagdo geral x - 3y + 2z =5.

23. Determine uma equagdo vetorial para a reta de R?
que passa por P = (-1, 0, 3) e é perpendicular a reta de
equagdes paramétricas

x= 1-1
y= 2+3t
z=-2-1




Nao se iluda pensando que a tecnolo
que fazendo os cédlculos A mao. A
associados a aritmética de ponto
mas e conduzir a respostas
Contou para ter uma idéia d
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gia sempre lhe daré a resposta de modo mais rapido ou mais f4cil do
§ vezes ela pode néo fornecer nenhuma resposta! Erros de arredondamento
flutuante usada por calculadoras e computadores podem causar sérios proble-

completamente erradas. Veja Investigagao: Mentiras que meu Computador me
O problema. (Vocé foi avisado!)

¢ EXERCICIOS 2.2 ¢

Nos Exercicios de 1 a 6, determine quais equacgoes sao li-

neares nas variaveis x, y e z. Se alguma equagdo naio for
linear, explique o motivo.

1.x—wy+\ygz=0

3. x'+7y+z= sen(%)

Z x2+y2+22=

4. 2x—xy—5z=0
6. (cos3)x — 4y + z=V3

5. 3cosx—4dy+z=V3

Nos Exercicios de 7 a 10, encontre uma equagdo linear que
tenha o mesmo conjunto solugdo que a equagdo dada
(possivelmente com alguma restri¢ao nas varidveis).

7. % it 8. — =1
. -+ — P . —
y Y x—y

1 1 4

X y xy

Nos Exercicios de 11 a 14, encontre o conjunto solugdo de
cada equagao.

1. 3x -6y =0
13. x+2y +3z=4

12. 2x; +3x;=5
14. 4X]+3XZ+ZX3=]

Nos Exercicios de 15 a 18, desenhe grdficos correspondentes
aos sistemas lineares dados. Determine geometricamente se
cada sistema tem uma tinica solugdo. Entao resolva cada sis-
tema algebricamente para confirmar sua resposta.

15. x+y=0 16. x—-2y=7
2+ y=3 3x+ y=17

17. 3x—-6y=3 18. 0,10x — 005y = 020
-x+2y=1 —0,06x + 0,03y = —0,12

Nos Exercicios de 19 a 24, resolva o sistema dado usando

substituicdo.

19.x-2y=1 20. 2u—3v =5
y=3 2V=6

2x— y+ z= 0 22. x + 20+ 313=0
y— z=-1 ~5x; + 263 =0
Y 4x3=0

3z=-1

. x;+x—x3—-x4=1 24.x-3y+z= 5
x2+x3+x3=0 y—2z=-1
x3—x3=0
X4=1

Os sistemas dos Exercicios 25 e 26 exibem um padrao “tri-
angular inferior” que torna fécil resolvé-los por substituigdo
de frente para trds. (Encontraremos substituicao de frente
para trds de novo no Capitulo 3.) Resolva esses sistemas.

25:070% = 2 26 xy = -1
2x + y = -3 —%xl + X = 5
-3x—-4y+z=-10 %x1+2x2+x3= 7

Encontre as matrizes completas dos sistemas lineares dos
Exercicios 27 a 30.

27. x-y=0 28. 2x;+3x— x3=1

x+y=3 X + x3=0

-x1+20—-2x3=0

29, x+5y=-1 30. a-2b + d=2

-x+ y=-5 -a+ b—-c—-3d=1
2x+4y= 4

Nos Exercicios 31 e 32, encontre um sistema de equacées li-
neares que tenha a matriz dada como sua matriz completa.

0 11 1 -1 03 1]2
3.|1 -1 01 2.1 1 21 -114
2 =1 1)1 102 3]0

Nos Exercicios de 33 a 38, resolva os sistemas lineares dos
exercicios indicados.

33. Exercicio 27 34. Exercicio 28
35, Exercicio 29 36. Exercicio 30
37. Exercicio 31 38. Exercicio 32

39. (a) Encontre um sistema de duas equagdes lineares nas
varidveis x e y cujo conjunto solu¢io seja dado pelas
equagdes paramétricas x =tey =3 -21.
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¢ EXERCICIOS 2.3 ¢

Nos Exercicios de 1 a 8, determine se a matriz dada estd na

forma escalonada por linhas. Se estiver, indique se ela tam-
bém estd na forma escalonada reduzida.

10 1 P 01 e
L]o o 310" i, 4
L0130 0 0 0]
00 0 1 41000
0 0 0]
10 3 -4 0 0 0 17
51000 o0 o0 6.0 1 0
B 5 i ] 107 0,
Fgp 2 3 [2 1 3 5
100 001 -1
7. 8.
01 1 000 3
0 0 1 000 o0

Nos Exercicios de 9 a 14, use operagoes elementares para
reduzir a matriz dada as formas (a) escalonada por linhas
e (b) escalonada reduzida.

o011 0. [4 )
* 127
bl i i
Hon @ 3 A4 6]
11- 5 —2 12' ‘3 1 6 6
2 4
3 -2 -1 s 2
B2 -1 -1 14 | ~3%=6 10
4 -3 -1 B W e

15. Reverta as operagdes elementares com as linhas usa-
das no Exemplo 3 para mostrar que podemos converter

1 2 —4 —4 5 1 2 -4 -4 5
o 0o 1 1 -1 B, 2 19
0o 0 0 0 24 -1 3 63

16. Em geral, qual é a operagdo elementar com linhas que
desfaz cada uma das trés operagdes elementares com linhas
L, L], kL;e L+ ij.-,

Nos Exercicios 17 e 18, mostre que as matrizes dadas sao
linha-equivalentes e encontre uma seqiiéncia de operagoes
elementares com as linhas que convertem A em B.

1 2 3 -1
7. = 3
e [3 4}’3 [1 0]

2 -1 < B e |
A= 1 1+, 0LB=13 5°.,1
7 1 22 0

19. O que est4 errado com a seguinte demonstragdo de
que toda matriz com pelo menos duas linhas € linha-
equivalente a uma matriz com uma linha nula?

Efetue L, + Ly e Ly + L,. Agora as linhas 1 e 2 sdo
idénticas. Efetue agora L, — L; para obter uma linha
de zeros na segunda linha.

20. Qual o efeito resultante ao efetuar as seguintes operagoes
elementares sobre linhas em uma matriz (com pelo menos
duas linhas)?

L, + Ll’ L,- Lz’ Ly + LI’ -L
21. Qual € o posto de cada uma das matrizes dos Exer-
cicios 1 a 8?

22. Quais sdo as possiveis formas escalonadas reduzidas
de matrizes 3 X 3?

Nos Exercicios de 23 a 32, resolva o sistema de equagées
dado usando o método de eliminagdo de Gauss ou o mé-
todo de eliminag¢do de Gauss-Jordan.

23. xl+2x2—3x3=9 24, x - y+ z2=0

25— X+ x3=0 -x+3y+ z=5

4x|—x2+ X3=4 3x+ y+7z=2

25, x,-3x,-2x;=0
—x1+2x2+ X3=0
2x; +4x;, + 6x3=0

26. 2w +3x —y+4z=0
3w - x + z=1

3w—4x+y— z=2

27.2r+ s= 3
r+ s= 7
2r + 5s = —1

28, —x, +3x, - 2x; +4x,= 0
2x, — 6+ X3 — 2%, = =3

x|_3xz+4X3—SX4= 2
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29, %x, + x, - X3 — 6x = 2 42. Dé exemplos de sistemas homogéneos cop, - o
l k 4 des lineares em n varidveis, com m = n e com p,
X + lx _ G : e :
v M b ts tenham (a) infinitas solugdes e (b) uma tnica soluggg ¢
%xl = 2x, —dxg= 8 '
Nos Exercicios 43 e 44, encontre a reta interseci, g, 4
Vet T e 1 par de planos dados.
V2y — -
e o 43.3x+2y+z7=-1e2x-y+4z=5
T YR ; M4.4x+y-z=0e2x-y+3z=4
NS y+z= 1 45. (a) Dé um exemplo de trés planos cuja intersegao :
W=Xx—- y+z= o uma reta (Figura 3).
X + y = -1
Wt x +z= 2

2.a+ b+ ¢+ d= 4
a+2b+ 3c+ 4d =10
a+3b+ 6c+10d =20
a+4b + 10c + 20d = 35

Nos Exercicios de 33 a 36, determine, sem efetuar nenhum Figura 3
cdlculo, se um sistema linear com a matriz completa dada
lem uma tinica solugdo, infinitas solugées ou nenhuma
solugdo. Justifique suas respostas.

0 0 1]2 3 -2 0 1
33./01 3|1 4. 11 2 -3 1|-

1 0 11 2 4 -6 2 0

1 2 3 4|0 1 2 3 4 5|6
35. |5 6 7 8]0 36. |6 5 4 3 2|1

9 10 11 120 wRRY Sl B it B My

37. Mostre que, se ad - bc # 0, o sistema

ax + by =r Figura 4
cx+dy=s

(c) D& um exemplo de trés planos, de modo que exatd

t tinica solugao. i i
em uma ca mente dois deles $€)am paralelos (Figura 5).

Nos Exercicios de 38 a 41, para que valor(es) de k, se hou-
ver, o sistema terd (a) nenhuma solugdo, (b) uma tnica

solugdo e (c) infinitas solugdes?

38 kx+2y= 3 39. x+ky=1
2x —4y = —6 kx+ y=1

4. x—-2y+3z=2 1. x+ y+kz= 1
x+ y+ z=k x+ky+ z= 1
2x— y+4z=k KX+ 'y+ ‘z=29

Figura 5



(d) D& um exemplo de trés planos

- : que se interceptem
um Gnico ponto (Figura 6), o

Figura 6

Nos Exercicios 46 e 47, determine se asretasx =p+suex

= q + IV se interceptam e, nesse caso, encontre o ponto de
interse¢ao.

[-1

2 1 -1

%6.p=| 2(,q=(2|u= v=1 1

L1 0] L -1 0
3 -1 1 2
a7.p=|1|,q= 1|,u= 0,v=[3
L0 -1 L1 1
1 1 2

48. Sejamp = |2 |,u = 1],ev=|1/. Descreva to-

3 =1 0

dos os pontos Q =(a, b, c)tais que a reta que passa por Q e tem
a diregao do vetor v intercepte a reta de equagéo x = p + su.
49. Lembre-se de que o produto vetorial dos vetoresu e v

¢ um vetor u X v ortogonal a ambos os vetores u e v. (Veja
Investigagdo: O Produto Vetorial, no Capitulo 1.) Se

u Vi
u=|u €.l a5 Ve
Us V3

mostre que existem infinitos vetores
X
X5 |4
X3
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que satisfazem u-x = 0 e v-x = ( simultaneamente e que

vy — UsV,
sdo multiplos de u X v = | usv, — u,v,
Uy = v
1 0 2 0
50. Sejam p=|1|,q=| 1[u=|-3|ev=| 6]
0 -1 1 -1

Mostre que as retas x = p + su e x = q + tv sio reversas.
Encontre equagdes vetoriais de um par de planos parale-
los, de modo que cada um deles contenha uma das retas.

Nos Exercicios de 51 a 56, resolva o sistema de equagoes
lineares sobre o corpo Zp indicado.

S1. x + 2y =1 sobre Z, 52. x+y = 1 sobre Z,
x+ y=2 y+z=0
x +z=1
53. x+y =1 sobre Z,
y+z=0

X +i.z =i
54. 3x + 2y = 1 sobre Z

x+4y=1
55. 3x + 2y = 1 sobre Z,
x+4y=1
56. x, + 4x, = 1sobre Z;
X+ 2x, + 4x, =3
2x, + 2x, + x4=1
x, + 3x5 =2

57. Prove o seguinte corolédrio do Teorema do Posto: seja
A uma matriz m X n com elementos em Z,. Qualquer sis-
tema de equagdes lineares possivel, com matriz dos coefi-
cientes igual a A, tem exatamente p" P94 solugdes so-
bre Z,.

58. Quando p ndo € primo, um cuidado extra é necessério
ao resolvermos um sistema linear (ou, na verdade, qual-
quer equagdo) sobre Z, Usando o método de eliminagio
de Gauss, resolva o seguinte sistema sobre Zg. Qual com-
plicagao surge?

2x +3y=4
4x +3y=2
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DEMONSTRAGAO: Assuma s
Seoli5 23, pelo THBIO, dg:e V1, V2, ..., ¥, sejam linearmente dependentes. Entdo, pelo Teorema 2 da
Vetores pode ser escrito como combinagdo linear dos demais. Se necessario,

reindexamos os vetores de mod

i 0 que possamos esc = a

racdes elementares com as linhas, [ p TEVET V), = C[V] + (V2 + ... + Cpmy_1¥,y 1. ENtdo, as ope-
b

s . =C L ] L iE = i . . a
uma linha nula na linha m. Lo pos’:o( A)1< :n m=C2Ly, ..., Ly, = €y — 1Ly, _ 1, aplicadas & matriz A, criardo
Reciprocamente, assum '
) a 1 a iié 1 O i i
cria s il Vi arque POsto(A) < m. Existe entdo uma seqiiéncia de operagdes com linhas que ir4
gumento de substituigdo sucessiva, analogo ao usado no Exemplo 8, pode ser

usado para mostrar que 0 é um b a1
a combinagdo linear ndo trivi i ao li-
nearmente dependentes. ¢ ¢ ar ndo trivial de vy, vy, ..., V,,. Assim, v{, ¥, ..., ¥, @0 li

Em algumas situago i
g 1agoes, podemos deduzir sem nenhum trabalho que um conjunto de vetores € linear-

mente dependente. E i = :
Brerlo I;) ey ssa sxltua’qao ocorre, por exemplo, quando o vetor nulo pertence ao conjunto (como no

N g e ' exemplo € quando héd “vetores demais” para serem independentes. O teorema a seguir
resume esse caso. (Veremos uma versao mais agucada desse resultado no Capitulo 6.)

@ TEOREMA 5

Qualquer conjunto de m vetores em R" é linearmente dependente se m > n.

DEMONSTRACAO: Sejam vy, vy, ... ., ¥,, vetores (coluna) em R" e A a matriz n X m[vy, vy, ..., V,,] com esses
vetores como suas colunas. Pelo Teorema 3, vy, vy, ..., v,, sdo linearmente dependentes se, e somente se, 0
sistema linear homogéneo de matriz completa [A | 0] tiver solugdo nio trivial. Mas, de acordo com o Teorema
3 da Secdo 2.3, esse serd sempre o caso se A tiver mais colunas do que linhas; é esse o caso aqui, jd que o
nimero de colunas m é maior que o niimero de linhas n. ¢

EXEMPLO 9 Os vetores [;] [ﬂ e [ﬂ sdo linearmente dependentes, pois ndo pode haver mais do que dois

vetores linearmente independentes em R2. (Note que, se quisermos encontrar a relagao de de-
pendéncia entre esses trés vetores, devemos resolver o sistema linear homogéneo cuja matriz

==  dos coeficientes tem os vetores dados como colunas. Faga isso!) *
¢ EXERCICIOS 2.4 ¢
Nos Exercicios de 1 a 6, determine se o vetor v é uma com- 1 1 0 1
binagdo linear dos demais vetores. 5. v=|2|,uy=(1},u;=|1[u3=1]0
3 0 1 1
v (=[]
. ¥V = U = Ly SRS RN
" S -1 1 32 1,0 34 -12
2 41 —2] 6. v=| 20w =04 m=] 14| u=| 02
Z¢ vV= 1}, u = {_2 ,“2— 1 _2,6 4,8 —6,4 _1'0
1 1 0
.v=|2|u=|1]|m= 1 Nos Exercicios 7 e 8, determine se o vetor b pertence ao
K] 0 1 conjunto gerado pelas colunas da matriz A.
i 0
3 : 1 2 5
dv=| 2|u=|1|uw=|1 7. A= b=
3 4 6
L—l 0 1 |
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L5 A 10
8. A=[4 5 6[b=|11
7 809 12
9, MostrequeRz‘—’ger([” [ :J)

3
2

],

1
11. Mostre que R® = ger( [0 5
1

10. Mostre que R? = ger([ _

1
12. Mostre que R® = ger( [ 2}
3

Nos Exercicios de 13 a 16, descreva o conjunto gerado pelos
vetores dados (a) geometricamente € (b) algebricamente.

w5 =l

1 3 1 il 0
15. |2|,| 2 16 of,| 111
0 -1 -1 1

17. A equagdo geral do plano que contém os pontos (1, 0, 3),
(-1,1,-3) e a origem é da forma ax + by + cz = 0. Ache q,
bec.

18. Prove que u, v e W estdo todos em ger(u, v, ).

E.Provequemv,ewestﬁotodosemget(u,u+v,u+v+w).

20. (a) Prove que, se uy, Uy, ..., Uy sdo vetores de R”, § =
fu, wp, ..., m}peT= {uy, .., W, Wgyq, ..., Uy}, €030
ger(S) C ger(T). (Sugestdo: refraseie esta questdo em ter-
mos de combinagdes lineares.)
(b) Deduza que, se R" = ger(S), entdo R" = ger(T) também.
21. (a) Suponha que o vetor w seja uma combinagao linear
dos vetores uy, . . ., U, € que cada u; seja uma combinagéo
linear dos vetores vy, ..., V. Prove que w é uma combi-
nacgio linear de vy, ..., v, €, portanto, ger(uy, ..., ug) C
ger(vy, ..., V)
(b) Na Barte (a), suponha também que cada v; seja combi-
nagéo linear de wy, ..., U Prove que ger(uy, ..., w) =
ger(vy, ..., V).
(c) Use o resultado da parte (b) para provar que

1(11][1

R*=ger| O], [1] [1
0J LO0] |1

[Sugestao: sabemos que R3 = ger(e,, e, e3))

mplo 6 € o Teorema 3 para determy,

res nos Exercicios de 22 a 3] g,
linearmente independentes. Se, para “lgf‘m dfles' a respogy,
puder ser determinada por inspesao {isten €. 8em conipy
conjuntos linearmente dependenty

diga por qué. Para oS i
encontre uma relagao de dependéncia entre os velores.

Use o método do Exe
se os conjuntos de veto

r 2] [1 171 ] 1
2. |-1][4 23. |1],12]]-1
| 3] L4 1) 13] L 2
27 [3 1 ro] 2] (2‘
24 12,11 [ ] =5 25 [1[,|1].[0
1] [2 2 PYREIREN
r—21 [ 41315 [3] (6‘ 0]
2. | 3l |-1[|1] [0 27 [4] 71,10
i 7J s| 3] L2 5] _BJ 0]
T O - p N R
58 ( 1 (z 3
2021 1
e, et [
(1] [-1] [ 1]
2. |~ ( ] 0
: 1 ol T =
o L 1] L-1]
(0 (0 07 [4]
0 5[] 3
30 | oLzl 2 2
1] L1 1] L1
i -1 (1] [
st | UL O3]
1 11’13/ 1
=1 -1 _1 i 3

Nos Exercicios de 32 a 41, determine se os conjuntos de ¢
tores no exercicio dado sio linearmente independente
convertendo os vetores em vetores-linha e usando 0 mé
todo do Exemplo 8 e o Teorema 4. Para os conjuntos Ii-
nearmente dependentes, encontre uma relagdo de depen
déncia entre os vetores.

32. Exercicio 22 33. Exercicio 23
34. Exercicio 24 35. Exercicio 25
36. Exercicio 26 37. Exercicio 27
38. Exercicio 28 39. Exercicio 29
40. Exercicio 30 41. Exercicio 31
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42. (a)'Qual serd 0 posto de uma matriz nxn se suas colu-  mente independentes? Justifique sua resposta.
nas, vistas como vetores em R", forem linearmente inde-

pendentes? Explique 44. Prove que dois vetores sdo linearmente dependentes se,

e somente se, um deles for um miltiplo do outro. (Sugestdo:
(b) Qual serd o posto de uma matriz n xn se suas linhas,  Onsidere separadamente o caso em que um dos vetores éo)

n n .
vistas como vetores em R”, forem linearmente indepen- 45, Dé uma “demonstragdo vetor-linha” para o Teorema 5.

dentes? Explique. . :
46. Demonstre que todo subconjunto de um conjunto linear-

3. (a) Se os vetores i . ‘ . :
43. (a) > u, v e w forem linearmente indepen-  mente independente é linearmente independente.
dentes, SErao 0s vetores u + v, v + w e u + w também

linearmente independentes? Justifique sua fedpbsta 47. Suponha que § = {vy, ..., 2 v} seja um conlruufo de
' vetores em algum R” e que v seja uma combinagao linear
(b) Se os vetores w, v e w forem linearmente indepen- de vy, ..., v Se 8’ = {v, ..., v}, mostre que ger(S) =

dentes, S€rao os vetoresu - v, v-we u - w também linear-  ger(S"). [Sugestdo: o Exercicio 21(b) é iitil aqui.]

2.5 Aplica(;fies

Hé uma quantidade muito grande de aplicagdes de sistemas de equagdes lineares para que se possa fazer
justica a elas em uma unica se¢do. Esta se¢do introduzir4 algumas poucas aplicagdes, com o objetivo de ilus-
trar diversas situagoes em que elas surgem.

Alocacdo de Recursos

Uma grande quantidade de aplicagdes dos sistemas de equagdes lineares envolve a alocagdo de recursos limi-
tados sujeitos a um conjunto de restrigdes.

EXEMPLO | Um bidlogo colocou trés espécies de bactéria (denotadas por I, II e III) em um tubo de ensaio,
onde elas serdo alimentadas por trés fontes diferentes de alimentos (A, B e C). A cada dia serao colocadas no
tubo de ensaio 2.300 unidades de A, 800 unidades de B e 1.500 unidades de C. Cada bactéria consome um
certo nimero de unidades de cada alimento por dia, como mostra a Tabela 1. Quantas bactérias de cada es-
pécie podem coexistir no tubo de ensaio de modo a consumir todo o alimento?

Tabela |
Bactéria da Bactéria da Bactéria da
Espécie I Espécie II Espécie II1
Alimento A 2 2 4
Alimento B 1 2 0
Alimento C 1 3 1

SOLUGAOQ: Sejam xi, X, € x3 Os nimeros de bactérias das espécies I, II e III, respectivamente. Como cada
uma das x; bactérias da espécie I consome duas unidades de A por dia, o grupo I consome um total de 2x;
unidades por dia. Analogamente, 0s grupos II e 111 consomem um total de 2x, e 4x; unidades do alimento A

diariamente. Como queremos usar todas as 2.300 unidades de A, temos a equagao

2x + 2x, + 4x3 =2.300



Uma defini¢do de matriz simétrica
algébrica da propriedade da “reflexio”.

Uma matriz quadrada A € simétrica se, e somente se, A

3.2 Operagdes com Matrizes 141

elemento a elemento também ¢ dtil. Ela é simplesmente a descrigdo

jj=Ajparatodosiej.

¢ EXERCICIOS 3.2 ¢

Sejam
3 0] {4 -2 1 5 &
A = 1] B - =
56
0 -3 -1
D - = s
[—2 1]’E 4 2]’F_[ 2]
Nos Exercicios de 1 a 16, calcule a matriz indicada (se
possivel).
1. A+2D 2. 3D-24
3. B-C 4 B-CT
5. TAB 6. BD
7. D+ BC 8. B'B
9. E(AF) 10. RDF)
11. FE 12. EF
13. BT'C’-(CB)" 14. DA-AD
15. A3 16. (I - DY
17. Dé um exemplo de uma matriz A 2X2 ndo nula tal

que A2 = 0.

18. Seja A = [2 ;] Encontre as matrizes 2X2 B e C tais
que AB = AC, mas B # C.

19. Uma fébrica produz trés produtos (banheiras, pias e
tanques) e os envia para armazenamento em dois depoési-
tos. O nimero de unidades enviadas de cada produto pa-
ra cada dep6sito é dado pela matriz

200 75
A=[150 100
100 125

(em que a;; é 0 nimero de unidades enviadas do produto i
para o depésito j, e os produtos sdo colocados em ordem
alfabética). O custo de remessa de uma unidade de cada
produto, por caminhio, é: $ 1,50 por banheira, $ 1,00 por
pia e $ 2,00 por tanque. Os custos unitdrios correspon-
dentes ao envio por trem sdo: $ 1,75, $ 1,50 e § 1,09.
Organize esses custos em uma matriz B e use essa matriz
para mostrar como a fabrica pode comparar os custos de

remessa — por caminhéo e por trem — de seus produtos
para cada um dos dois dep6sitos.

20. Em relagdo ao Exercicio 19, suponha que o custo
unitdrio de distribuigdo dos produtos para as lojas seja o
mesmo para todos os produtos, mas que varie dependendo
do depésito por causa das distancias envolvidas. Custa $ 0,75
para distribuir uma unidade do depésito 1 e $ 1,00 para
distribuir uma unidade do depésito 2. Organize esses cus-
tos em uma matriz C e use multiplicagdo de matrizes para
calcular o custo total de distribuigao de cada produto.

Nos Exercicios 21 e 22, escreva o sistema de equacdes
lineares dado na forma de equacdo matricial, Ax = b.

Zl. xl ey ZXZ + 3.x.'3 = 0
2x1+ x; —5x3=4
22. X + ZX3 = 1
X1 — X = -2
X, + x3=-1

Nos Exercicios de 23 a 28, sejam

10 -2

A=|-31 1

2 0, ~1,

RN

e B=| 1 -11
-1 6 4]

23. Use a representagdo matriz-coluna do produto para
escrever cada coluna de AB como combinagio linear das
colunas de A.

24. Use a representagdo matriz-linha do produto para escrever
cada linha de AB como combinagio linear das linhas de B.

25. Calcule o produto externo da expansio de AB.

26. Use a representagdo matriz-coluna do produto para
escrever cada coluna de BA como combinagdo linear das
colunas de B.

27. Use a representagio matriz-linha do produto para escre-
ver cada linha de BA como combinagdo linear das linhas
de A.
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28. Calcule o produto externo da expansio de BA.
Nos Exercicios 29 e 30, assuma que o produto AB faz sentido.

29. Prove que, se as colunas de B sio linearmente inde-
pendentes, as colunas de AB também o sdo.

30. Prove que, se as linhas de A sdo linearmente indepen-
dentes, as linhas de AB também o sido.

Nos Exercicios de 31 a 34, calcule AB usando multipli-
cagdo por blocos com a parti¢ao indicada.

1 -1i0 0 _f f§8
3LA=|0 1:0 0|, B= e SR
0 10823 Dt}
| 0 0i1
0110
[2 371" 0 0/0 1
345y 5501]’3” 1.5 4
-2i3 2
[ 2k 20sidors <@ 1 0i0 1
34,0 1| p_]0.1i1 0
i 5 1] 7 [07070 4
(0 1/ 1 -1 00l 0
(1.0 017 I Porta
0102 {071 41
¥AZlo o1 P00 1
[0 0 04 1 11i-1
sud=] 152
35. Seja 1 1)
7

(a) Calcule A%, A3,..., A’.

3.3 A Algebra de Matrizes

m certos aspectos, a aritmética das matrizes generaliza a aritmética dos vetores. N&o €SP
Epresas com respeito a adi¢do e 4 multiplicagdo por escalar de matrizes, e de fato elas nao ¢
nos permitird estender para matrizes varios conceitos com os quais j& temos familiaridade: P* g
trabalho com os vetores. Em particular, combinagdes lineares, conjuntos geradores € indepenc® ’
serdo definidos sem nenhuma dificuldade para matrizes. '
Matrizes, entretanto, admitem outras operagdes — a multiplicagdo, por exemplo — qué yeld
Nao devemos esperar que a multiplicagio de matrizes se comporte como a multiplicagao dos “_umc )
a menos que possamos provar isso; de fato, ela ndo se comporta como tal. Nesta segdo, resu .
mos algumas das propriedades principais das operagdes com matrizes € comegamos a desenvolve!

bra de matrizes.

(b) O que é A?%1? Por qué?

1 1
Vi V2
36. Seja B = \1/— 11 Encontre 32001.]
VZ V2 ‘

_ 11 '
37.Seja A = [0 IJ' Encontre uma f6rmuyl, Para gl

e prove a sua férmula usando indugéo Matemtic,

s cos 6 —senBJ
38. Cja = sene c089 ]

7l g ¢ cos20 —send
(a) Mostre que A”= A [ sen20 cos26|

(b) Prove, usando indugdo matematica, que A" =

[ cosnf —sen nb

J para n=1.
sen nd

cos né

39, Em cada um dos itens a seguir, ache a matriz 4xj;
[ a;;] que satisfaz a condigdo dada:

(a) a;j = (-1)" (b)aj=j-i |
_ ) (i +j-1s}
(€)a;=(-1) d)a; = sen(—4—' b

40. Em cada um dos itens a seguir, ache a matriz 6X{¥
[a;;] que satisfaz a condigdo dada:

_Ji+jse
(a)ai,—{o se i >]

1 seli-j¢

(b) a; = {0 seli - !

1=y

1 f6=i+,=<8
(c) a; = 0
nos outros casos

41. Prove o Teorema 1(a).

.«:raﬂlos i
xise®

ores ™,
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28. Calcule o produto externo da expansédo de BA. (b)O que é A20019 por qué?
1 1
Nos Exercicios 29 e 30, assuma que o produto AB faz sentido. B V3
36. Seja B = 1 1l Encontre B2001, Jusﬁflque
29, Prove que, se as colunas de B sdo linearmente inde- W T/_E !

pendentes, as colunas de AB também o sdo.

; ko férmul
30. Prove que, se as linhas de A sio linearmente indepen. 57 S92 4 = [0 1]' Encontre uma IOrmia para 4 (, >)

dentes, as linhas de AB também o sdo. e prove a sua férmula usando indu¢do matematica.

cos 6 —sen()]

Nos Exercicios de 31 a 34, calcule AB usando multipli- 38, Seja A =
sen® cosé

cagao por blocos com a parti¢ao indicada.

8 oo 0 20l 2 3i0 (o) Mo e A7 L2 [cosZO —sen29]
: - i a) Mostre = = .
3LA = 0 1.0 0f B= (1)(1)(1) sen26 cos 26
0 - 0323 0 2 (b) Prove, usando indugdo matemética, que A" =
0 10 [cos nd —sen nO] pardEol,
2 3:1 0 0i0 1 sennf  cos nf
A=\ Slo 1 B= gy
5 49 39. Em cada um dos itens a seguir, ache a matriz 4x4 4 =
’ [ a;j] que satisfaz a condigdo dada:
F 17 2ubiguns @ 1100410 il (@) a; = (-1y* (b)aj=j-i
34! 0 1 0 1;1 0 (i+j-1
= |- e = |- . i j )TT
ETI D -1 o1y B3 9% 0 -1 (©) a;=(-1)/ d)a; = 5611(_4—)
[0 1! 1 -1 VLAE R LT
a ) 40. Em cada um dos itens a seguir, ache a matriz 6X6 A =
1 001 12311 [a;]] que satisfaz a condigdo dada:
0102 o1 41
4.A= 0013 B= 001 1 T {i tjse i=j b) a, = {1 seli —jl=1
(0 0 04 1 1.1 1=1 0 se i>j 70 seli—jl>1
0-.1] . ¢ ST
35. SejaA: ! (c)aij={1 ]f6sl+158
-3 1] 0 nos outros casos
(a) Calcule A%, A3,... A, 41. Prove o Teorema 1(a).

3.3 A Algebra de Matrizes

mética dos vetores. Nao esperamos "
Matrizes, e de fato elas ndo existem- 10
Quais j& temos familiaridade, pelo®

untos geradores e independéncia lin?

presas com respeito & adi¢ao e a multiplicagéo por escalar de
nos permitira estender para matrizes vérios conceitos com 0s
trabalho com os vetores. Em particular, combinagées lineares, conj
serao definidos sem nenhuma dificuldade para matrizes.
Matrizes, entretanto, admitem outras operagdes — g multiplicacj
Néo devemos esperar que a multiplicagdo de matrizes et
a menos que possamos provar isso; de fato, ela nio se

mos algumas das propriedades principais das operagde
bra de matrizes,

Em certos aspectos, a aritmética das matrizes generaliza a arjt

$€ comporte ¢ o i l.o — que vetores nao y

comporta co o ultiplicagéo dos ntmeros

$ com matrj mo tal. Nesta se¢do, resumimos € P
1Z€S € comecamoas a dacanealoae nma
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assim,
4 2
BBT_V B | N L
2 31 Y m
0 1
c
4 2 20 2 2
e 4. -1
B'B = -13[2 0]— 2 10 3
31
0 1 31

T o BUR g i ol
— PortTant(z, BB e’B B sdo simétricas, embora B nem mesmo seja quadrada! (Verifique que AAT
e A°A sao também simétricas.)

O préximo teorema diz que os resultados do Exemplo 6 sdo em geral verdadeiros.

& TEOREMA 4

a.Se A é uma magriz quadrada, entdo 4 + AT é uma matriz simétrica.
b. Para toda matriz A, AAT e ATA sdo matrizes simétricas.

DEMONSTRAGAO: Provamos (a) e deixamos para provar (b) no Exercicio 34. Simplesmente observamos que
A+ AT =AT+ (AT =AT+ A=A+ AT

(usando propriedades da transposta e a comutativa da adi¢ao de matrizes). Assim, A + AT ¢ igual a sua trans-
posta, por isso, por definigdo, € simétrica. 4

¢ EXERCICIOS 3.3¢
) gaglog 10 -1
Nos Exelrcic(:)ios de 1 a 4, ache X, dadas A= [3 4] €. B s [0 1 0]’A' T [0 Jee =g
B=[11]- A_[—IZO]Az[lll}
27Th-011 o™, . |lo 60
1. X—2A+3B=0 9 i 3 1 0 0
2. 2X=A-B 8. B=|0 0 -2|,A4,=|01 0|,
3. 2(A+2B)=3X 0o 0 2 00 1
4. 2(A-B+X)=3(X-A) 0 1 1 -1 0 -1
Nos Exercicios de 5 a 8, escreva B como combinagdo linear i g g (1) ) g (1) —(1] ‘
das outras matrizes, se possivel. -
2ii8 10:2] 4 LN 1] A
5.B=[0 3]./11:[_1 1]"42 [2 1 Ay = |0 oumlinerd
- 0 0 1
6‘B=[—4 2]”"—[01’2 10

11 Nos Exercicios de 9 a 12, encontre a expressao geral do con-
Ay = [0 1] junto gerado pelas matrizes dadas, como no Exemplo 2.
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9. ger(A;, A;)do Exercicio 5

10. ger(A;, A> A3)do Exercicio 6

11. ger(A,, A,, A;)do Exercicio 7

12. ger(A,, A, A3, Ay)do Exercicio 8

Nos Exercicios de 13 a 16, determine se as matrizes dadas
sao linearmente independentes.

13_12H43
13 4]'(2 1
w2

11 1]°[-1 0J|4 3

C 0 11101 [-2 -1][-1 -3
1s. | 5 2|2 3|, o 1}, 1 9
-1 0] [1 1 0 2 43l 8§
1 -1 012 1 0|1 20
16. |0 2 o[,[0 3 0,|0 1 O},
0 2 6J0 4 9J[0 3 5
-1 0

0 - 0

. 0 0 -4

17. Prove o Teorema 1(a)- (d).
18. Prove o Teorema 1(e)- (h).
19. Prove o Teorema 2(c).

20. Prove o Teorema 2(d).
21. Prove a parte do Teorema 2(e) que ndo foi provada no

texto.
22. Prove que, para matrizes quadradas A e B, AB = BA
se, e somente se, (A - B)(A + B) = A?-B%

Nos Exercicios de 23 a 25, se B = [? ZJ encontre condi-

coes em a, b, c e d para que AB = BA.

P L M.A-[l—l}
"7 lo 1 T
25.A=[1 2]

34

b
26. Encontre condigdes em 4, b, c e d para que B [c d J

comutccom[1 0 [O 0]
0 0]%lo 1J

27. Encontre condigbes em a, b, c € d para que B = {a b}
comute com todas as matrizes 2X2. c d

28. Prove que, se AB ¢ BA estiverem definidas, AB e BA
sio matrizes quadradas.

h

Uma matriz quadrada é chamada de triangular Super;,
s o5 elementos abaixo da diagonal princip,, sa;

quando todo .
zeros. Assim, a forma de uma matriz triangular Superioy ;
. & kK]
0 ® ¥
00 . &
- *x
00 --- 0 *]

em que os elementos marcadas por * sao arbitrdrios.

definicao mais formal dessa matriz A =[aj]é que a;j=0se 5

29. Prove que o produto de duas matrizes triangulares g,

periores nXn € uma matriz triangular superior.

30. Prove o Teorema 3(a) - ()

31. Prove o Teorema 3(€).

32. Usando indugdo, prove que (Aj + Az + -
Al + Al + ...+ A, paratodon = 1s

33, Usando indugdo, prove que (Aj Az -+ A) = AT ...
AlA! paratodon = 1.

34, Prove o Teorema 4(b).

35. (a) Prove que, se A ¢ B sdo matrizes nXn simétricas,
A + B também €.

(b) Prove que, se A é uma matriz nXn simétrica, kA tam-
bém é para todo escalar k.

36. (a) D& um exemplo para mostrar que, se A ¢ B sdo ma-
trizes nXn simétricas, AB ndo é necessariamente simétrica.

(b) Prove que, se A e B sdo matrizes nXn simétricas, AB¢
simétrica se, e somente se, AB = BA.

Uma matriz quadrada é chamada de anti-simétrica se A" =-A

37. Quais das seguintes matrizes sdo anti-simétricas’

£i2 3
(a)[_2 3] &) [2 ;J

0 3 -1 01 2
€| -3 0 2 @|[-1 05

1 =25:0 250

38. D& uma definigéo de matriz anti-simétrica element©?
elemento.

3.9' P rove que a diagonal principal de uma matriz a0t
simé€trica € formada inteiramente por zeros.

40. Prove que, se A e B sio matrizes nXn anti-simétricd
A + B também é. {

41. S.e A e B sio matrizes 2X2 anti-simétricas, sob qu
condigdes AB é anti-simétrica? :'

4_2. Prove que, se A é uma matriz nxn, A - AT ¢ anti
simétrica. !




<z

4. () Prove que toda matriz quadrada A pode ser escrita
o a soma de uma matriz simétrica com uma matriz

com )

ami-simétnca. (Sugestdo: use 0 Teorema 4 ¢ o Exercicio 42)
1 23

) [lustre o item usandoamatrizA = [4 § ¢
7 8 9

frago de uma matriz nXn A =a;] é a soma dos elemen-

0 )
diagonal principal e é denotado por tr(A):

10§ da sua

t{A)=an +an+... +ay,

3.4 A Inversa de uma Matriz

esta secdo, retornamos para a descrigdo m

ngntamos meios de usar a dlgebra das matrizes para resolver o sistem
sidere a equagdo ax = b, em que g, b e x representam nimeros reais

em x. Rapidamente, vemos que x = b/a é a solugdo, mas precisamos nos lem
(. Calculando mais lentamente, assumindo que a #0, acharemos a so

1
a

(Esse exemplo mostra quanto nossa cabega faz e quantas p

Para imitar esse procedimento para a equagdo matrici
tal que A’A = I, a matriz identidade

emos fazer a seqiiéncia de cdlculos:

rar uma matriz A’ (a anéloga a 1/a)
(analogamente a imposigdo que a # 0), entéo pod

1

' 1
ax = b= Lan) = L= (20
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44, Se A ¢ B sio matrizes nXn, prove as seguintes pro-
priedades do trago:

(a)tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

(b) tr(kA) = ktr(A), em que k é um escalar

45. Prove que, se A e B sdo matrizes nXn, tr(AB) = tr(BA).

46. Se A é uma matriz qualquer, o que tr(AAT)?

47. Mostre que ndo existem matrizes 2X2 A e B tais que

AB-BA =1,

atricial Ax = b de um sistema de equagdes lineares e apre-

a. Para fazer uma analogia, con-
is e queremos resolver a equagao
brar de que isso s6 € verdade se @
lucao nesta seqiiéncia de passos:

) b b
x=—=>1lx=—-=>x=
a a

ropriedades da aritmética e da dlgebra assumimos!)
al Ax = b, do que precisamos? Precisamos encon-
(andloga a 1). Se tal matriz existir

Ax=b=>A’(Ax)=Ab=:»(A’A)x=Ab=>Ix=A’b=>x=A’b

(Como se justifica cada um desses passos?)
Nosso objetivo, nesta secao, é
Vamos insistir um pouco mais: né
AA’ = I. Essa imposigao forga A

iy

Definicio Se A € uma matriz nxn,
seguinte propriedade: v

determinar prect
0 queremos somente que
A’ a serem matrizes quadradas. (Por qué?)

samente quando podemos achar a matriz A"

A’A = I, mas queremos também que

uma inversa de A é uma matriz nXn A’ que satisfaza

M'=1 e AAA=1

em que I = I, é a matriz iden

3 -5
EXEMPLO | SeA=E ;],entﬁoA’=[_1 2]

BT RN R - o I

-1 2

w=[} 3

L

dad . s s A exsti, A s chamada de imvervel

¢ a inversa de A, pois




oLl CA O |: Usamos 0 método de Gausg

(Al =

L

r \d i
o.—.cn—h'N-—lNN

2L,
—_—

Ly+L,
——

Ly+2L, [
—

Portanto, A~

sOLUCAO 2: Como A é uma matriz 2X2,
O determinante de A é

det A
em Z3(pois 2 + 1 = 0). Portanto, A~ existe e é dada p

No lugar de 1/det A = 3, usamos 2-1

A_1=2_,[ 0 -2

que concorda com a nossa primeira soluggo.

iwan ]
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-Jordan, lembrando que os célculos sdo feitos em Z3.

21()]
010 1
120]
00 1
120]
L1211
002]
L2 1

2 AT
[2 1], e € facil verificar que,em Z3, AA~! =,

podemos calcular a sua inversa usando a férmula dada no Teorema 3.

=20-20)=-1=2 |

ela férmula do Teorema 3. Devemos ser cuidadosos aqui,
j4 que a formula introduz " “frag@o” 1/det A, e nao h4 fra

¢0es em Z3. Precisamos usar inversos multiplicativos.

— isto €, achamos um nimero x em Z; que satisfaz a equagio 2x = 1. E
facil verque x=2é a soluqao que queremos: em Z3, 2~ =

=2, pois 2(2) = 1. A férmula para A-! ¢

A

¢ EXERCICIOS 3.4 ¢

Nos Exercicios de 1 a 10, ache a inversa da matriz dada (se
ela existir) usando o Teorema 3.

bl

i\
|\

T

\

0
R
" [\/2'/2 - 2]
V2 V2
—42 2,54 8,128
2,4] [025 0,8 ]

], em que 4, b, ¢ e d ndo sdo 0.

Nos Exercicios 11 e 12, resolva os sistemas dados usando o
método do Exemplo 4.

L 2x+ y= -1
Sx+3y= 2

12 x,—x,=1

3+ x,=2

, 1 2 3 —
13. SejamA=[2 6],b1=[5].b2=[ ;]eb,

-1

(a) Encontre A~! e use-a para resolver os trés sistemas Ax
=b),Ax=bye Ax = b,

(b) Resolva todos os trés sistemas simultaneamente redu-
zindo por linhas a matriz completa [A by by by),

por meio
do escalonamento de Gauss-Jordan.

(¢) Conte cuidadosamente o niimero total de multiplica¢des
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individuais que vocé efetuou em (a) e em (b). Vocé deve
descobrir que, mesmo para esse exemplo 2X2, um
método usa menos operagdes. Para sistemas maiores, a
diferenga é ainda mais acentuada, e isso explica por que
sistemas computacionais ndo usam um desses métodos
para resolver sistemas lineares.

14. Prove o Teorema 4(b).

15. Prove o Teorema 4(d).

16. Prove que a matriz identidade [, nXn ¢ invertivel e
que I,7' = 1I,.

17. (a) Dé um contra-exemplo para mostrar que, em geral,
(AB)'# A1B.

(b) Sob que condigdes em A e B é verdade que (AB)™! = A™!
B~1? Prove sua resposta.

18. Por indugéo, prove que, se Ay, Ay, ..., A, sdo matrizes
invertiveis do mesmo tamanho, o produto A;A; --- A, €

invertivel e (A14,--- A,y = A, A7 1A L

19. Dé um contra-exemplo para mostrar que, em geral,
(A+By'# A1+ Bl

Nos Exercicios de 20 a 23, resolva a equagdo matriz para
X. Simplifique suas respostas tanto quanto possivel. (Nas
palavras de Albert Einstein, “Tudo deve ser feito tdo sim-
ples quanto possivel, mas ndao mais simples”.) Assuma que
todas as matrizes sdo invertiveis.

20 XA*= A" 21. AXB = (BA)?
22. (A7'X)' = A(B?A)™!

23. ABXA'B'=1+ A

Nos Exercicios de 24 a 30, sejam

(1 2 -1 1 -1 0
A=|1 1 1| B=|1 1 1]
EO 1 2 -1
1 2 -1 1 2 -1
c=(11 1|, b=|-3 -1 3
2 1 -1 2 1 -1]

Em cada caso, encontre a matriz elementar E que satisfaga
a equagdo dada.

26 EA=C
29. ED=C

24. EA=B 25. EB=A
21. EC=A 28. EC=D
30. Existe uma matriz elementar E tal que EA = D? Por qué?

Nos Exercicios de 31 a 38, encontre a inversa da matriz ele-
mentar dada.

(3 0 1,2
31 0 1} 32, [0 1]
0 1 10
e 1 0] M[—% 1]
10 0 [0 0 1
3%./0 1 -2 36. 10 1 0
0 0 1 L1 0 0
100 (10 0
37.10 ¢ 0),c#0 38. |0 1 c|cxg
0 0 1 0 0 1

Nos Exercicios 39 e 40, encontre a seqiiéncia de —
i

elementares E\, E5, ..., Ej tais que E;, o EEA=] U
essa seqiiéncia para escrever A e A como produtes d:
matrizes elementares.
2
0, A= { 4]

1 0]
-1 -2 11

41. Prove o Teorema 8 para o caso de AB = 1.

2 a5]

B P S —

e T S R A TR e e e

42. (a) Prove que, se A € invertivel e AB = O, entio B=()
(b) Dé um contra-exemplo para mostrar que o resultado |

da parte (a) pode falhar se A néo for invertivel.
43. (a) Prove que, se A ¢ invertivel e BA = CA, entio B=(.

(b) Dé um contra-exemplo para mostrar que o resultad
da parte (a) pode falhar se A néo for invertivel.

44. A matriz quadrada A é chamada idempotentesc A=A |

(A palavra idempotente vem do Latim idem, que signii@

“mesmo”, e potere, que significa “ter poténcia”. AT |

algo que é idempotente tem a “mesma poténcia” quando
elevado ao quadrado.)

(a) Ache trés matrizes 2X2 idempotentes.

s . ’ : ivel¢
(b) Prove que a tinica matriz nXn idempotente invertive

a matriz identidade.

adt]
45. Mostre que, se A é uma matriz quadrada que satisfaz

equagdo A2-2A + [ = O, entdo A1 =2/ - A.

46. Prove que, se uma matriz simétrica ¢ invertive
versa também ¢ simétrica.

|, sualt

g |
47. Prove que, se A e B sio matrizes quadradas € AB |

vertivel, A e B sdo invertiveis.

Nos Exercicios de 48 a 63, use o método de.G
para achar a inversa da matriz dada (se existir).

13 -2 4}
@ | 5] 49.[ 5 41

[ 6 -4 1 a]
0. | _, 2] 51. [_a v

(2 3 0 1 -1 2
s2. |1 -2 -1 s3. /3 1 2

7 g 2f 2 3 -1

quss-Jort” |




{ 1 0] [a 0 0
s |1 01 5. 11 a o
| | 1 L0 1 a
0 a 0- 0 =1 .1 0
% |b 0 c {410, 2
0 d 0 T
_0 1 1 _1
r 9% w0 3VRLO
-4V2 V2 0 0
58. Y AT
| 0 W B
1 0050
0100 0
5. 0010 60. [1 ]sobre Z,
a-bietd
4 2 1.0
61. {3 J sobre Zs 62. |1 1 2 |sobrez,
0 21
1 50
63. |1 2 4 |sobre Z;
341611

Decompor matrizes quadradas grandes pode ds vezes
tornar suas inversas mais faceis de se calcular, particular-
mente se os blocos tiverem uma forma adequada. Nos
Exercicios de 64 a 68, verifique, por multiplicagao por blo-
cos, que a inversa de uma matriz, decomposta como apre-
sentado, resulta na matriz dada. (Assuma que todas as in-
versas existem, quando necessdrio.)
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64. [ A BJ":I:A*I " IBDI]
O D ) D!
6. |© B}" i [—(BC)‘ (BC)'B J
C 1 C(BC)' I- C(BC)'B
i [] B]'l z[ (] " BC)—I —(I _ BC)*IB ]
[C 1 -C(I - BC)™' 1+C(I-BC)'B
6. |© Br
C D
=[ ~(BD'C)"! (BD™'C)"'BD"" J
D 'c(BD™'C)”' D' - D'C(BD'C)"'BD™"

A -1
68. [C g] = [; g} emque P=(A-BD'CY, Q0=

-PBD\,R=-D'CPeS=D"'+ D'CPBD"!

Nos Exercicios de 69 a 72, divida as matrizes dadas de modo
que vocé possa aplicar uma das formulas dos Exercicios 64 a
68, e entdo calcule a inversa usando a formula.

[P E0" O
0100
2310
i, 2040 d

70. A matriz do Exercicio 58.
R |
0 010
0 -1 10
1 1 01

69.

- O

71.

|
o
h L =
(3% IS

3.5 Subespacos, Base, Dimensio e Posto

sta se¢do introduz talvez as idéias mais importantes de todo o livro. J& vimos que hd uma interagéo
E entre geometria e algebra: freqiientemente, podemos usar intuigdo geométrica e légica para obter re-

sultados algébricos, € 0 pO
além das configuragdes geomeétricas €
Em nosso estudo de vetores, ja

der da algebra normalmente nos
s em que eles primeiramente surgiram.

encontramos info : € A
dando definigdes para as idéias-chave. Como vocé verd, a nogdo de

permite estender nossos achados bem

rmalmente todos os conceitos desta segdo. Aqui,

come r mais formais, ; =)
e ralizagdo algébrica dos exemplos geométricos de retas e planos que

um subespago é simplesmente uma gene
Passam pela origem. O conceito fundam
Vetores diretores para tais retas € planos. O ¢
mensio que estara de acordo com U
flexivel para permitir a generalizag
Vocé também comegara a Vver
solugdo de sistemas de equagdes linea A
Vamente, mais detalhadas. Considere esta segao um
Um plano que passa pela origem em |
arfamos que ambos sdo “bidimensionas -
que pode ser feito com vetores em R- tam

que essas idéias

ental de uma base para um subes
onceito de base nos permitir
ma idéia intuitiva € geométrica do termo,

50 de outras configuragdes.
diao mais luz ao que voc

res. No Capitulo 6, encontraremos toda s
a “introdugdo ao pensamento abstrato”.

lha-se” a u

Aprofundando-nos, po
bém pode ser feito em um p

gem em R3 “asseme

pago é entdo derivado da idéia de
4 dar uma definigdo precisa de di-
apesar de ser suficientemente

& ja sabe sobre as matrizes ¢ a
s essas idéias fundamentais no-

ma copia de R2. Intuitivamente, concor-
demos dizer também que todo célculo
lano que passa pela origem. Em



Veja a Figura 2.
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B R R 00w

‘1“;&' g'“&‘ >

Figura 2 As coordenadas de um vetor em relagio a uma base

¢ EXERCICIOS 3.5 ¢

Nos Exercicios de 1 a 4, considere S o conjunto de vetores
X

y | em R® que satisfazem a propriedade dada. Em cada caso,

e

prove que S forma um subespago de R3, ou dé um contra-
exemplo para mostrar que ele nao forma.

Lx=y=12 2.2=2,y=0

4 |x-yl=ly-z|

5, Prove que toda reta que passa pela origem em R? é um
subespago de R,

x-y+z=1

6. Suponha que S consiste em todos os pontos em R? que
estido no eixo das abscissas ou das coordenadas (ou am-
bos). (S é chamado de unido dos dois eixos.) S € um subes-
pago de R*? Por qué?

Nos Exercicios 7 e 8, determine se b estd em col(A) e se w
estd em lin(A), como no Exemplo 5.

7. A= {1 ! -1],b = {3],w = f=dindod]

D i 2
 Jois Rl 1
8. A=|0 2 1|b=|1|w=[2 4 5]
1 -1 -4 0

9. No Exercicio 7, determine s€ W est4 em lin(A), utilizan-

2

do o método descrito na Observagao apos O Exemplo 5.

10. No Exercicio 8, determine se w estd em lin(A), utilizando
0 método descrito na Observagio ap0s 0 Exemplo 3.

F_1
11. Se A é a matriz do Exercicio 7, entao v = 3 | estd
em anul(A)? | -1

= ﬂ
12. Se A ¢ a matriz do Exercicio 8, entiov = | —1 | estd
em anul(A)? | 2]

Nos Exercicios de 13 a 16, dé bases para lin(A), col(A) e
anul(A).

. 1 1 -3
10 -1
B.A=| 1] 4 A={0 2 1
- 1 -1 —4
1 9Ly 100 wpl
15.A={0 1 -1
0 1 -1 -1
2 -4 0 2 1
6. A=(-1 2123
[ 1 -2 1 4 4

Nos Exercicios de 17 a 20, ache bases para lin(A) e col(A)
dos exercicios citados usando A”.

18. Exercicio 14
20. Exercicio 16

21. Explique cuidadosamente por que suas respostas para os
Exercicios 13 e 17 estdo ambas corretas, embora parecam
diferentes.

17. Exercicio 13
19. Exercicio 15

22. Explique cuidadosamente por que suas respostas para os
Exercicios 14 e 18 estdo ambas corretas, embora parecam
diferentes.

Nos Exercicios de 23 a 26, ache uma base para o conjunto
gerado pelos vetores dados.

1] -1 0 1717 0] [2
2. | =1]| of| 1| 24 |-1]|2]|1}]1
0 1) L1 1] LoJ L1
25. (2 -3 1],(1 -1 0L[4 -4 1]
.00 1 -2 1,31 -1 0.2 15 1]
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Para os Exercicios 27 ¢ 28, encontre bases, entre 0s préprios

vetores, para os conjuntos gerados pelos vetores nos exerci-
cios citados.

27. Exercicio 25 28. Exercicio 26

29. Prove que, se R é uma matriz escalonada, entdo uma
base para lin(A4) consiste nas linhas nédo nulas de R.

30. Prove que, se as colunas de A sio lincarmente indepen-

dentes, entdo elas formam necessariamente uma base de
col(A).

Fara os Exercicios de 31 a 34, dé o posto e a nulidade das
matrizes nos Exercicios citados.

31. Exercicio 13 32. Exercicio 14

34, Exercicio 16

35. Se A € uma matriz 3x5, explique por que as colunas
de A devem ser linearmente dependentes.

33. Exercicio 15

36. Se A € uma matriz 4x2, explique por que as linhas de
A devem ser linearmente dependentes.

37. Se A € uma matriz 3X5, quais sdo os possiveis valores
de nulidade(A)?

38. Se A é uma matriz 4X2, quais sdo os possiveis valores
de nulidade(A)?

Nos Exercicios 39 e 40, encontre todos os valores possiveis
de posto(A) em fungado de a.

1 2 a a 2 -1
39. A=(-2 4a 2 0. A=| 3 3 -2
a -2 1 -2 -1 a

Responda aos Exercicios de 41 a 44 considerando a matriz
com os vetores dados como suas colunas.

1 (1 0
41.|1/,|0],|1 | formam uma base de R3?

11 [-1][ 1
2| -1 [ 5 ,[—3} formam uma base de R3?
1

formam uma base de R*?

1 0
0 1
1 1
1 1

B |

0 0 -]
=1 1 0 0 formam
440 0 9 O ’ __1 ’ l umaba&dew'.)
0 -1 1 0

Nos Exercicios 45 e 46, mostre que W estd em ger(3 i i,
o vetor das coordenadas [W]p.

1 1 1
5. B=(|2|| 0|p,w=][6
0] L-1 2
315 1
4. B=4|1[|1]p.w=|3
4] 6 4

Nos Exercicios de 47 a 50, calcule o posto e a nulidade das
matrizes dadas sobre o Z,, indicado.

(1 10 112
47. ([0 1 1|sobreZ, 48. |2 1 2|sobrez,
1 0 1 2 00
(1 31 4
49. |2 3 0 1 |sobreZs
1 0 4 0
PTG
6" ‘3" g
50. 102325 sobre 7,
|71 17} 2 yachy 24

51. Se A € uma matriz mXn, prove que todo vetor em
anul(A) é ortogonal a todo vetor em lin(A).

52. Se A e B sdo matrizes nXn de posto n, prove que AB
tem posto .

53. (a) Prove que posto(AB) < posto(B). (Sugestdo: revejao
Exercicio 29 da Segdo 3.2.)

(b) D& um exemplo em que posto(AB) < posto(B).

54. (a) Prove que posto(AB) < posto(A). [Sugestdo: reveja 0
Exercicio 30 da Seco 3.2 ou use transpostas e o Exercicio

53(a)]

(b) D& um exemplo em que posto(AB) < posto(A).

55. (a) Prove que, se U ¢ invertivel, entio posto(UA) =
posto(A). [Sugestdo: A = U-(UA),]

g:)rove que, se V € invertivel, entdo posto(4V) = po¥

6. Prove que uma matriz A mXn tem posto 1 se, € 5%
mente se, A pode ser escrita como o produto externo WY
de um vetor u em R” e v em R”.

57. Se uma matriz mXn A tem posto r, prove que A pOd"“i'
escrita como a soma de r matrizes, cada uma tendo posto
(Sugestdo: encontre um meio de utilizar o Exercicio 56.)

38. Prove que, para matrizes mxn A e B, posto(A + B
posto(A) + posto(B).

)5
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& EXERCICIOS 4.3 ¢

Calcule os determinantes dos Exercicios de 1 a 6 usando  18. O determinante do Exercicio 11.

expansao de co-fatores pela primeira linha e pela primeira

coluna. 19. Verifique que o método irildicado em (2) coipg oy
a equagdo (1) para um determinante 3X3. m
S 0.1 -1 20, Verifique que a definigdo (4) coincide com 3 dehm
e R 2123 -2 de um determinante 2X2, quando n = 2.
012 -1.3 0
21. Prove o Teorema 2. (Sugestdo: seria apropriada g
Lol . .80 1 1 prova por indugao neste caso.)
3| _1
0 1 : s 3 Nos Exercicios de 22 a 25, encontre o determingp, indj.
o cado usando operagbes elementares com linhas ey, coly.
1 2 3 12 3 nas Ie :a(Z:orema 3 para reduzir a matriz a umg marj;
512 3 1 6145 escalo ]
.l 2 7 89 22. O determinante do Exercicio 1.

23. O determinante do Exercicio 9.

Calcule os determinantes dos Exercicios de 7 a 15 usando
expansao de co-fatores por qualquer linha ou coluna que
parega conveniente.

24. O determinante do Exercicio 13.

25. O determinante do Exercicio 14.

Srv 2.2 1 1. =1
7.1-1 1 2 82 o 1 Nos Exercicios de 26 a 34, empregue propriedades de de-
30 0 e ) terminantes para calcular o valor do determinante indi-
cado por inspegao direta. Explique seu raciocinio.
= T cosf send tg 6
9 -2 4 10. | 0 cos®@ -—senéd 5 3 10
1 -1 0 0 senf cosé 26.(3 0 -2 27.10 -2 5
2.2 2 0 0 4
a b 0 0 a 0
1. 10 a b 12.1b ¢ d N SV iy
e e 50 8.0 52 2. 1 -3 -2
3 -1 4 -1 5 2
1 -1 0 3 2 0 3 -1
2 526 1 02 2
13"0100 14'0—114 [ *g7 407130
1 4 2 1 2 01 -3 30.10 4 1 3. (-2 0 -2
1 6 4 5 4 1
0 0 0 a
0 0 b ¢
Bloid: eof 10 1040 0200
ST 2 0010 3 -3 000
g 1010 0 "l 000 4
00 01 0010
Nos Exercicios de 16 a 18, calcule os determinantes 3X3 in-
dicados, usando o método do Exemplo 2. 1 010
4 0101
16. O determinante do Exercicio 6. "1 1 0 0
17. O determinante do Exercicio 8. 0011




y

Eercicios de 35 a 40, encontre os determinantes, assu-
No$
m’ﬂdo que
a b ¢
d e f|l=4
2 R0 d
2a 2b 2c 3a -b 2c
35' d e 36. |3d —e 2f
g ho i 3g —-h 2
iy e atg b+h c+i
37. a b€ 38. d e f
2 b a
39, [2f e d
2% h g
a b c
W |2d-3g 2e—3h 2f =3
g h i

41. Prove o Teorema 3(a). 42, Prove o Teorema 3(f).

43. Prove o Lema 5. 44. Prove o Teorema 7.

Nos Exercicios 45 e 46, utilize o Teorema 6 para encontrar
todos os valores de k para os quais A & invertivel.

k -k 3 k kK O
5. A=|0 k+1 1 4. A=K 2 k
k -8 k-1 0k

Nos Exercicios de 47 a 52, assuma que A e B sejam ma-
trizes nxn com det A = 3 e det B =—2. Ache o0s determi-

nantes indicados.

47. det(AB) 48. det(A?) 49, det(B'A)

52, det(AA")

50. det(24) 51. det(3B")

Nos Exercicios de 53 a 56, A e B sdo matrizes nxn.
53. Prove que det(4B) = det(BA).
S i

4.Se B ¢ invertivel, prove que det(B-'AB) = det(A).

5 P
S, S'e,‘_; ¢ idempotente (ou seja, s€ A? = A), ache todos os
Possiveis valores do det(A).

257

4.3 Determinantes

nilpotente s¢

6. Uma matriz quadrada A ¢ chamada de
m do la-

A™ = 0 para algum m > 1. (A palavra nilpotente ve ]
7 e potere, que significa

tim nil, que significa “nenhum”,
“poténcia”. Uma matriz nilpotente, assim, tem 2 pro-
priedade de virar “uma nulidade” - ou seja, a matnz nula

- quando elevada a alguma potencia.) Ache todos os va-

lotes possiveis do det(A), se A for nilpotente.
Nos Exercicios de 57 a 60, use a Regra de Cramer para re-
solver os sistemas de equagoes lineares dados.

58.2x— y= 5
x+3y=-1

§72. x+y=1
x—y=2

60. x+y—z=1
x+y+z=2

59, 2x+y+3z=1
ypik 2=
z=1 xX—y =3

Nos Exercicios de 61 a 64, use o Teorema 12 para calcular a
inversa da matriz dos coeficientes para 0s exercicios men-

cionados.
61. Exercicio 57 62. Exercicio 58
63. Exercicio 59 64. Exercicio 60

65. Se A é uma matriz nXn invertivel, mostre que adj A

também € invertivel e que

A=adj(A™")

- _l —
(adj )™ =gz g

66. Se A é uma matriz nXn, prove que
det(adj A) = (det A)""!

67. Verifique que, se r <, entdo as linhas r € s de uma matriz
podem ser intercambiadas com a realizagao de 2(s — r)-1 in-
tercambios de linhas adjacentes.

68. Prove que o Teorema da Expansdo de Laplace se veri-
fica para a expansdo de co-fatores pela j-ésima coluna.

69. Seja A uma matriz quadrada que pode ser decomposta

A [”,Q]
o's

como

onde P e S sdo matrizes quadradas. Diz-se que essa ma-
triz estd na forma de bloco triangular (superior).
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Prove que

det A = (det P)(det S)

(Sugestdo: tente uma prova por indugio no nimero de li-
nhas de P.)

70. (a) D& um exemplo para mostrar que, se A pode ser
repartida como

onde P, Q, R e S sio todas matrizes quadradas, entio nio
€ necessariamente verdadeiro que

det A =(det P)(det S)- (det Q)(det R)

(b) Assuma que A seja decomposta como na parte (a), e

que P seja invertivel. Considere

- ,‘..Bf.!____J.QJ
B=1ZrriTi

Calcule o det(BA) utilizando o Exercicio 69 ¢ g
tado para mostrar que

det A = det P det(S — RP7'Q)

A matriz § - RP~'Q é denominada complementy 4,

[
de P em A, em referéncia a Issai Schur (1875-1941)‘ "

nasceu em Belarus mas viveu a maior parte de sua Vida 1
Alemanha. Ele € conhecido principalmente pelo ge, tra.
balho fundamental na teoria de representagdes de £Mupos
mas também trabalhou em teoria dos nimeros, em andlise
€ em outras 4reas.

resy).
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| 1 Da" chuc (dc algﬂm dos teoremas desta stthlh
' [ 1] $%" 12k

com autovetores correspondentes ¥i
A & diagonalizdvel ¢ P~'AP = D, onde Yy
p=[7s 3

1 1] e
P=[v "2]:[_1 2

ntrar a poténcia desejada. Calculamos

i il enco
Isolando A, obtemos A = PDP !, 0 que tornd mais facil -
A% = (PDP')(PDP™') = pp(P'P)DP™' = pDIDP =

sse fato é feita por inducdo - faca! Observ g,

Tova de
=1.(Ap nio somente essa do exemplo

-+ ¢ emgeral, A"= pD"P-! para todo 1 giagonalizivel,

tal propriedade € verdadeira para qualquer matriz
Como 4 0,,_[(__1)., 0]
D"=[ T2 i e
temos que
n i i B 1 0][ 1 1]"
A'=PDET =y o gt FllE 2

" 2(-1)"+ 2" (-1)»*1 + "

- 3 3
= 2(_1)n+l + 21:{-1 (_l)n+2 + 2n+1
3 3

Como foi solicitado somente A'°, isso é mais do que necessitdvamos. Mas agora podemos simplesment
A-1)0+2° (1! +2°

= 3 3 342 341
=10 t Wi _ "
fazer n para encontrar A 21yl 42N (—1)2 4 on | = [682 633]
3 3
4 EXERCICIOS 4.5 ¢
Nos Exercicios de 1 a 4, mostre que A e B ndo sdo matrizes 1
semelhantes. & 2 0 291
A=i0. 1. ~LLB= (0,20
|41 o s ol ¢ 0 -1 1 2.0 1
va=[y iho=o ]
o 3 -1 . 21 Nos Exercfcias de 5 a 7, é dada uma d:‘agonahzas‘ﬂ““
Al s 77 |-4 6 matriz A na forma P-'AP = D. Explicite 0s autovalor®
3 4ok o op A e bases para os correspondentes auto-subespago’
3.A=|0 2 3|,8=|-1 4 0
00 4 23 4 s.[z*l][5—1]11_40
Mocaddl®s 241024 - o3



11,&11131(

o) =4 =40 o]l :._
t =t 1 0)l2 0_‘1‘
30 0

nﬂﬂ]

00 -1
%*!1113330

1'5%_}202211_
E—§*§3313__(1]_
6 0 O

o =2 9

g 0 -2

Nos Exercicios de 8 a IS, determine se A ot
e, quando for, encontre uma matriz inye
riz diagonal D tais que P~TAp = .

agonalizdvel
rtivel P e uma ma-

N N
[3 1 0] 1 0 1

100 A={0 3 1 11-A=011]
L0 0 3] 110
1 0 0] " 12 1

2 A=12.2 1 B.a=|_1 ¢ 1
3 0 1. L 110
[2 0 0 2 20 o0 4
03 21

R ) Dt e T L
0 0 01 L0 0 0 -2

Nos Exercicios de 16 a 23, utilize o método do Exemplo 8
para calcular a poténcia indicada da matriz.

-4 6)° -1 6]
16. 17.
{-3 5] [ 1 0]

4 -37°¢ [0 3]
8. 19,
: [—1 2] L1 2]
- 1 2-8 _1 1 1 2002
2012 1 2 2L |0 -1 0
2 01l 2] |0 0 -1
[2 0 17° 1 41 0]
2111 1 23. |2 -2 2
(1 0 2] o 11

Nos Exercicios de 24 a 29, ache todos os valores (reais) de
k para os quais A é diagonalizdvel.

1 1 4 k]

45 SemeManga ¢ Diogonohengso 281

= Y f1-0 &
-A==Lln 2. A=|0 1 0
00 I

[1 &k 0 i
B.A={02 0 2. A=|11 k
0 0 1 4

30. Prove o Teorema 1(c).  31. Prove o Teorema 2(b).
32. Prove o Teorema 2(c). 33, Prove o Teorema 2(e).

34, Se A e B sio matrizes invertiveis, mostre que AB e
BA sfio semelhantes.

35. Prove que, se A ¢ B sio matrizes semelhantes, tr(A) =
tr(B). (Sugestdo: descubra uma maneira de usar o Exer-
cicio 45 da Segdo 3.3.)

Em geral, é dificil mostrar que duas matrizes sdo se-
melhantes. No entanto, se duas matrizes semelhantes sdo
diagonalizdveis, a tarefa comega a ficar mais fécil. Nos
Exercicios de 36 a 39, mostre que A e B sdo semelhantes
indicando que elas sio semelhantes a uma mesma matriz

diagonal. Depois, encontre uma matriz invertivel P tal que
P-1AP=B.

| 1 9
36. A= =
et b 7 )
5 -3 -1 1
37&A= —
4 —2]3 [—5 4]
[i2 < w0110 ['3n 2 '=§
B A=|0 -2 1|,B=|1 2 -1
[0 0 1, (2 2 -4
(1 0 2] (-3 -2 0
¥ A=[(1 -1 1|,B=| 6 5 0
2 0 1] | 4 4 -1

40. Prove que, se A é semelhante a B, AT 6 semelhante a BT.
41. Prove que, se A ¢ diagonalizdvel, AT também é.

42. Seja A uma matriz invertivel. Prove que, se A ¢ diago-
nalizdvel, A~! também €.

43. Prove que, se A é uma matriz diagonalizdvel com um
tinico autovalor A, A tem a forma A = Al. (Uma matnz
dessas é chamada de matriz escalar.)

44. Sejam A e B matrizes nXn, cada uma com n autova-
lores distintos, Prove que A ¢ B tém os mesmos auto-
valores se, e somente se, AB = BA.



Capitulo 1

Exercicios 1.2

L

3. (a). (b)

jonados
tas a Exercicios Impares Selectona

30 f4ceis. Fazer a pergunta
Respostas sa0 s é Ay -

— Doctor Who
“The fm Of ev.un’
de Chris Boucher
BBC, 1977

(d) z




11 3, -2, 3]
12 ~-\3/2 _[a-v3r2
1. u= [\/5,2}." = [ 7 [(\/5 - 1)/2]'
N [(1 + \/5)/2]
" la+ V32
1. Sa 17. x = 3a
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2. w= 20 + 4v

Exercicios 1.3

L -1 3. 11 5 2

1/V14
-1/\V5
: \/5] 9. VT4, | 2Vi4

7. V5, [
3/V14
11. V6, [1/V6, 1/V3,1/V2,0]

13. V17 15. V6

17.(a) u-v é um escalar, € ndo um vetor.
(c) v+w é um escalar € u é um vetor.

19. Agudo 2L Agudo  23. 60°  25. =88,10°
R LM —4 1
27.Como AB- AC = 1{-| 1]|=0,4BAC ¢ um an-
-1 =5
gulo reto.

29, Se tomarmos o cubo como sendo o cubo unitirio
(como na Figura 10 da Segdo 1.3), as quatro diagonais
serdo dadas pelos vetores

1 1 - 1
d|= 1 .,d2: 1 .dq— 1 ,d4= -1
1 =] 1

Como d;-d; # 0 para todo i # j (seis possibilidades), as dia-
gonais ndo serdo perpendiculares, duas a duas.

3
_3 3 -0,301
3L { 3] B} a3 35. | 0,033
3 3 ~0,252

¥e

37. A= V452 39, k=-2,3

b
41. v é da forma k[ —a]' onde k é um escalar.
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Exercicios 1.4

3] Ix
1. (a) [2].[\)]:0 (b) 3x+2y=0
3. (a) ﬂ=[(’)]+:{‘;]
(®) x=.1~— r
y= 3t
[ x] 1
S.(@ |y|=1t-1 ®b)x= 1
|2 4 y=-—t
z= 4¢

b)3x+2y+z=2

(x- 2 -3
9. @ (y|=s/1|+t 2
L 2] 2 1
(b) x =25 — 3¢
y= s+2
z2=2s+ 1
x 1 2
- u‘[-z]”[z]
x 1 3 -1
13. {y =|1|+s|-1|+¢t O
z 1 1 -2
15. (a) x = t [x}=[ 0]+t[1}
y=-1+3t yl 1-1 3

17. Os vetores diretores para as duas linhas sdo dados por
1 1 :
d, = [ } ed; = [ J As linhas serdo perpendiculares
m, m, ’

se e somente se d; e d, forem ortogonais. Mas d; *d, =0se e
somente se 1 + mym; = 0, ou, equivalentemente, mm, = -1.

19. (a) Perpendicular
(b) Paralelo

(c) Perpendicular

(d) Perpendicular

n[]-[ 3]+ 4]

X -1 -1
23. (y|=]| O|+1¢ 3
z 3 -1

25. (@) x=0,x=1,y=0,y=1,z=0,z=1

b)yx—y=0 egx+y-2z=0
21. 3v212 29. 2V3/3

3L (33 33. (5%

35. 18V13/13 37. 3

Exercicios 1.5

s +/0 123 0123
olo 123 o0{0o000
111 2 3 @ 1/0 1 23
212 301 2/0 2 0 2
31301 2 3|0 3 21

7.0 9. 1 11. 0 13. 2,0,3

15. 5 17. [1,1,0]

19. 3,2 2L x=2

23. Sem solugdo 25. x=3

27. Sem solugdo 29, x=2

3l.x=1,0oux=5

33.(a)Todoa#0 (b)a=1,5

(c) a e m ndo podem ter fatores em comum além do 1 [isto
¢, o maior divisor comum (mdc)de ae m é 1].
35.(1,1,0,1,1,0] 37. Errado 39. Sem erro

4. d=3 43.d=7 45.d=8
47. (a) Como
c=(313131,3,13,1,3,1)
+(0,4,6,9,5,6,1,8,2,0,1,5] =7+ 0
vemos que houve um erro, portanto, o c6digo de barras
estd incorreto.
(b)[0,4,7,9,5,6,1,8,2,0,1, 5]

51. d=7
Capitulo 2
Exercicios 2.2

L Linear
3. Nao € linear por causa do termo x~!

S.Linear 7, 2¢ + dy =7
4—2¢ ¥
13. s
t

9, x+y=4(x|y¢0)

u (7]}



15. Solugdo tnica: x =3,y = 3,

17. Sem solugédo

y

19. [7,3]
23. [5,-2,1,1]
1 s=1p0
7
e [2 1 3]
3L y+z=1
x—y =1
x—y+z=1
35. [4, —1]
39.(a2x+ y=3
4x +2y =6

41. Sejau = -}ev = %.Asoluqéoéx=%,y= -1.

= cos z. Uma solugdo pos-

43.Sejau =tgx,v=seny,w
= /3. (Existem infinitas

sivel é x = w4, y = -6, 7 =

solugoes.)

Exercicios 2.3

1. Nao

3. Forma escalonada por redugao

5.Nio 7. Nao

111
%@ 0 1 1
00 1
1299 =4
1303)[01—1
0u 0 .0

21 [%7%5—%]
28.12: =7, =32]
1 5| —¢
29. (-1 1| -5
2 4 4
33.[1,1]

37. Sem solugdo
(0) x =335
iy

por linhas
1 0

1. (b) [0 1
00
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15. Faga, na ordem, as seguintes operagoes elementares

nas linhas:

Ry +29R+, 8R3, Ry - 3Ry, Ry > Ry, Ra— Ry,
nalmente, R; + 2R;.

17. Uma possibilidade € fazer. na orde
ragdes elementares nas linhas de A: R;
2R3, R, + 3R\, Ry ©> Ry

19. Sugestdo: tome uma
— com cuidado!

21. Exercicio 1: 3; Exercicio 3: 2; Exercicio

R\‘PZR] e, ﬁ'

m, as seguintes Ope-
- 3Ry, 1R R1 #

matriz 2X2 qualquer e tente 1SS0

5. 2: Exercicio 7: 3

2 1 .
23. |5 25. 1| 1 27. [_1]
1 -1
24 6 0 12
-10 -2 6 -6
29.| of|+r 1|+slo|+e O
0 0 1 0
0 0 0 1

31. Sem solugio 33. Solucdo tinica

37. Sugestdo: prove que, se ad - bc # 0, o posto de

a = 0ea # 0.) Use o Teorema do

¢ 2. (Existem dois casos:
dado deve ter uma solugao

Posto para deduzir que o sistema
UGnica.

39, (a) Sem solugao, se k = -1
(b) Solugdo tnica se k # +1

(c) Solugdes infinitas se k=1

41. (a) Sem solugéo se k = 1
(b) Solugao tinica se k # -2,1
(c) Solugdes infinitas se k = -2

X 0 9
3. |y|=|-1|+¢ -10
z 1 el

47. Sem intersecgao
X

49. Os vetores procurados X = | X; sdo as solugdes do sis-
X3
tema homogéneo com matriz completa

o

Pelo Teorema 3, existem infinitas solugdes. Se u; # 0 e
uyvs — upvy # 0, as solugdes sao dadas por

[m w, U
Wiy Y2 ¥

WUrVy — U3V
| U3V — W1vy
WV, — Wy,
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No entanto, por inspegdo direta, vemos que essas &0 solugoes
vélidas, mesmo quando 1, = 0 e/ou uvy —upvy = 0.

1
51. [O] 53. |0 §S. [3J
2 3
0
Exercicios 2.4
1. Sim 3. Nao 5. Sim 7. Sim

9. Precisamos provar que a equagdo vetorial

R MEH

tem uma solugdo para quaisquer valores de a e b. Essa

equacdo vetorial ¢ equivalente ao sistema linear Cuja matriz
1 1
s |

a

completa é [ b

J. O escalonamento por redugio nas

lmhasnosda[(l) _;’bfa],aparﬁrdaqualpodemosver

Que existe uma (linica) solugzo. [Continuando a operar nas

linhas, obtemos x = (a + b)/2, y = (a - b)/2.] Assim R? =

(1)) |

11. Precisamos provar que a eéquagdo vetorial x[ 0 | +
1

a

b | tem uma solugio para quaisquer va-
€

lores de a, b e c. Essa equagio vetorial é equivalente ao sistema

1 0
yf1|+21|=
0 1

11 0]|a
linear cuja matriz completa ¢ |0 1 1| b |.0 escalona-
1 0 1|c¢

1 10 a
mento por reducio nas linhasnosdd [0 1 1 b y
00 2|b+c—-gq
a partir da qual podemos ver que existe uma (dnica)

solugdo. [Continuando a operar nas linhas, obtemos

x=(@-b+c)2,y=(a+b-0c)2,z =(~a+b+ ¢)/2.] Assim,

1 1 0
R3=ger| |O[,[1],[1]]
1 0 1

o o
' vetor de diregio [ ]
13.(a) A reta através da origem com )
12x+y=0.

a
(b) A reta | rigem com vetores de dires,

15. (a) O plano através da o

1 3
2(,| 2}
0 -1

" -y+4z=0.
(b) O plano com equagao geral 2x -y + 42

17. A substituigdo nos d4 o sistema linear

a + 3¢ = 0
-3 - . .
cuja solugdo é ¢| 0 |. Conseqiientemente, hd infinitas solu-
1

¢Oes, e talvez a mais simples sejaa =-3,b=0,c = 1.

19. u=u+0u+v)+0u+v+w)
v=(—1lu+(u+v)+0u+v+w)
w=0+(-1)u+v)+(u+v+w)

21. (c) Devemos provar que ger(e;, e, e3) = ger(e, e; + e,,
€| + e + e3). Sabemos que ger(e;, e; + €, €] + €, + ¢3) C
R3 = ger(ey, e,, e3). Usando o Exercicio 19, segue que e,
€, €3 pertencem todos a ger(e;, e; + €, €; + e + e3)
Portanto, pelo Exercicio 21(b), ger(ey, e,, e3) = ger(er, e; +
€, e +e+ 03).

23. Linearmente independente

0 2 2
25. Linearmente dependente, — | 1 | + 11=1]0
2 3 1

27. Linearmente dependente, pois o conjunto contém 0
vetor nulo

29. Linearmente independente

3L Linearmente dependente,

3 -1 ~1 1
-1 _

U I P e B B
43.@)Sim  (b)Nzo

Exercicios 2.5

L x1 =160, % = 120, 5, = 160

3. Dois Pequenos, trés médios e Quatro grandes

S. Sessenta ¢ cinco

: pacotes da mistura da casa, 30 pacotes
da mistura especial

€ 45 pacotes da mistura gourmet



7. 4FeS; + 110, — 2Fe,0, + 850
- 2

9. 2CH,p + 130, — 8CO, + 104,0
2

11. 2CHOH + 150, — 12H,0 + 1900
2

13 Nazco_‘; + 4C + N2 —_ 2N3CN % 3C0

15.(a) fi= 30-1 () fi =15 f, =15
fo=-10+1 '
fi=  §

© 0=f,=20

0=f,=20
10 = f,=30

(d) Fluxo negativo significaria que a dgua estaria correndo
para trés, na diregdo contraria a da seta.

17.(a) f1 = —200 + 5 +¢ (b) 200 = f; = 300

f= 300-s-1¢
f1= s

fs= 150 —t
fu = [

(c)Sefy=s=0,entdo fs=t= 200 (a partir da equagéo de
f),mas fs=t=150(a partir da equagéo de fy). Isso € uma

contradigao.
(d) 50 = f3 =300

19. [, = 3 amps, I, = 5 amps, Iz = 2 amps

21. (a) [ = 10 amps, [} = Is = 6 amps, I, = I = 4 amps,
I3 = 2 amps

(b) R.; = § ohms

(c) Sim. Mude-o para 4 ohms.

23. (a) Sim. Pressione os interruptores 1,2 e 3 ou os inter-

ruptores 3,4 € 5.
(b) Nao

25. As configuragdes que podem ser obtidas sdo represen-
tadas pelos vetores

em Z3, para os quais X1 + X2+ x4 + 25w 0. (Bxistem 16 pov-

sibilidades.)

27. Se 0 = desligado, 1 = azul-claro e 2 = azul-escuro, 0 sis-

tema linear que surge tema matriz completa
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1100 0|2
111001
01110(2
oo11 1]l

0o o011 2]

a qual se reduz sobre 7 para

1000 1|1]
0100211
001002
0001 1|2

0 0000 0]

Isso origina as solugdes
X 1 2
X2 1 1
X3 | = 21+t 0
X4 2 2
X5 0 1

onde f é um elemento de Z3. Assim, existem exatamente

trés solugoes:

=T S TN O B
s L =)
N OO

onde cada elemento indica o nimero de vezes que O inter-
ruptor correspondente teve de ser pressionado.

29. (a) Aperte os quadrados 3eT.
(b) A matriz de coeficientes A, 9x9, tem suas linhas equi-

valentes a Z, portanto, para qualquer elemento b de 73,
Ax = b tem uma tinica solugao.

31. Graga tem 15 anos e Heitor tem 5.

33. 1.200 e 600 metros quadrados.

35.(a)a=4-d,b =5-d, c=-2+d, onde d ¢ arbitrério.
(b) Sem solugdo

37. (a) Sem solugéo

M) [a, b, c, d, e, f] =[4,5 6 -3, =1, 0] + fl-1, -1,
1, 1 1l

39. (@) y=x-+1
41. A=1,B=2
=%tC=01-D=_%|E="

(b) y= x>+ 6x + 10

A=

3. A= -4,

45. a=4,b=3,¢c=0
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Exercicios 2.6

x; 0 08571 09714 09959 09991 09998
x; 0 08000 09714

09943 09992 0,9998

=

Solugdo exata: x; =lexy =1

0,2539 02610 0,2620 0,2622 0,2623
0,3582 03603 0,3606 0,3606

R AT T IS

x1 0 02222
x; 0 072857 03492

Solugao exata (com quatro casas decimais): x; = 0,2623 e x; = 0,3606

xy 0 03333 02500 03055 02916 03009 0,2986 0,3001 0,2997

x 0 02500 0,083 01250 0,0972 0,1042 0,0996 0,1008 0,1000

x3 0 03333 02500 03055 02916 03009 0298 03001 0,2997
R N B R A R R R T L A BT i i L T Y e S o A T R R T s Y S T e

Solugdo exata: x; =0,3,x,=0,1ex3=0,3

x1 0 08571 09959 0,9998 1,0000
x 0 09714 09992 1,0000 1,0000

O uso do método de Gauss-Seidel proporciona uma margem de erro de 0,001
da resposta exata, ap6s trés iteragdes. Para obter a mesma acuidade usando o
método de Jacobi, precisamos fazer quatro iteragdes.

o R
x3 0 02222 02610 02622 0,2623
x, 0 03492 03603 03606 0,3606

O uso do método de Gauss-Seidel proporciona uma margem de erro de 0,001
da resposta exata, ap6s trés iteragdes. Para obter a mesma acuidade usando o
método de Jacobi, precisamos fazer quatro iteragdes.



Se intercambiarmos as equagdes e aplicarmos o método de Gauss-Seidel ao sis-
tema equivalente

311 + sz =1

x,—2x2=3

obteremos

iy PR G ) e 1 ! T
y%.‘" ,“- """_;', e .
" o 03333 12222 0,9260 1,0247 0,9918 1,0027 0,9991 1,0003
0 —13333 08889  —10370  —09876 -1,0041  -09986  —10004  —0,9998

m{w

Apos sete iteragdes, 0 processo convergird paraa solugfio exata x; = 1 ¢ x = -1, com uma margem de erro de 0,001.
ete iter L

12, i

4

101

- / —>X)
10 |20

~10%

-20% \

_3053 —
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0 -16 1497 8,550 10,740 9,839 10,120
x2 0 259 11408 14051 11615 11,718 11249
¥ 0-1035 -9311 -11200 -11,322 -—11,721 —11,816

X 9,989 10,022 10,002 10,005 10,001 10,001
X 11,187 11,082 11,052 11,026 11,015 11,008
X3 -11912 -11,948  -11973 -11,985 —-11,992 —11,996

Ap6s 12 iteragdes, usando o método de Gauss-Seidel, o processo convergiu

para a solugdo exata x; = 10, x, = 11 e x3 = -12, com uma margem de erro de
0,01.

21.

10,0003 10,0001 10,0001
X 11,0043 11,0023 11,0014 11,0007
x3 —11,9976  -11,9986 —11,9993 —11,9996

A N T I P T AT Y S AR T T ST 2 T S

xi 0 0 12,5 21875 24219 24997 24999
Soci i 0 18,75 21438 24609 24902 24976 24994 24998  24.99
x3 0 50 68,75 A8 74609 74902 74976 74994 74998 7499
X4 0

62,5 71,875 74,219 74,805 74,951 74,988 74,997 74,999 75,000
T NS R P Y A R R T T R T T ———

A solugdo exata é x; =25,x,=25,x3=75e x4=75.

25. O método de Gauss-Seidel produz as seguintes iterages:

e 21,25 228125 233301 23659 ,73
n 0 5 11,25 133203 146386 150926 15273,
0 2125 46094 269873 277303 21,9626 28035
4 0 2,5 5,8594 8,2373 8,9804 9,2126 9,2852
s 0 71875 146289 162829 167578 169036 16,949
t- <@

23,0469 24,9072 25,3207 25,4394 25,4759 25,4873




T R T T— — WSS
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n o T,
23,8093 13800 R
( 82 _ 8 et
15284 = 238247 ”}: n Ry
no 1S 15,2966 3 825
e 153010 23,8256 23,8257
f ) 28,0650 15,3024 1
B 3079 280671 : 53029 15,3029
u A 93150 9317 8,0678 28,0681 28,0681
' 16,9633 16 ’ 9,3178
s = 25.3277 16,969() 16,9695 l:,3181 93181
g ’ o 25*4922 254924 25‘36922 1:':2292
| S— b i y b 7
7. (a) | T i’ff" T ups X
i e rd S s 5 il X ‘1' X .?_-}
X1 0 0 1 % % % % 1,2
X2 1 ! ! 3 3 11
8 8 ‘3—2 :!,.i 0,8
S DA R P .
0,4
(b) 21] + 2x2 = 1
x +2x = | S
02 04
c n 0 1

x 0 0 0,25 03125 03281 03320 03330 03332
n 1 05 0375 03438 03360 03340 03335 03334

e I £ T O R E R T T M T A RARPC IR

[As colunas 1, 2 e 3 dessa tabela sdo, respectivamente, as colunas impares 1,3 e 5 da tabela da parte
(a),) Os iterados estdo convergindo para x; =X, = 0,3333.
(d) x, =x = %

23. AB = [2a, + & — 8y 38 — a, + 68, @, + 4as]

Capi
pitulo 3 (onde a; é a i-ésima coluna de A)
Exercicios 3.2 2 30 o 00 2. +32 —8
L [ ¥y w6 3, Impossivel 25, |-6 -9 0f+[1 -1 1j+}~1 S o4
-5 7 4 6 0 0 0 0 1 -6 -4
: [ 12 -6 3] S X 3] 2A, + 3A,
“1-4 12 14 119 27 27. BA=| A, —A;+A; | (ondeA,¢éai-ésima
X o [—4 —2] —A, + 6A, + 4A,
- [10) * LBy o linha de A)
000 217 0 29, Se b, é a i-ésima coluna de B, entdo Ab, ¢ a i-ésima
13 0 1-50 5
. 00 | -49 12 coluna de AB. Se as colunas de B sdo linearmente depen-
000 dentes, entdo existem escalares cy, ..., ¢, (nd0 todos nu-
. [0 1} los) tais que ¢ by +--- + by = 0. Mas entdo ¢y(Aby) +--- +
00 cAby) = A(ciby + oo + ¢,b,) = A0 = 0, e, portanto, as co-
2,00 650,00 462, 50] lunas de AB sdo linearmente dependentes.
19.3{13‘5’ i(s)g 100] (75,00 406,25 o Saiin 1 2/2 o
i 345 3
- s al bl .
A coluna ; corresponde a0 deposito i; @ links er:::t:]m ¥ (11(1)(5)} 3 b Bgdioand
Custos de remessa por caminhdo. €4 linha 2, PO ‘ 0 1:0 -1
-1 1 =] 0 0 -1
X 1 A= { 4 _
o -0 SN o R )
2 1 =5

X3
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oot ey e[ ]

- —1 0
A"ll=
) A [ . _1]
3. A"={l "]
0 1
i =1 ] =] 00 0 0
-1 1 =1 1 1111
SO 1w g ©fy 4 8 16
=it 4y = 13 3 9 27 8
Exercicios 3.3
5 4 _[~3 %]
Lx_[s 5] ;x_[%“

5. B - ZAI + AZ
e C 2C| + Cz]} i
9. ger(A,, A,) {[—c, +2% o4

[l =1

11 gcr(Ah A2v A3) =

7. Impossivel

{'cl—c2+c3 2pthics —c,+c3]}_
L 0 C1+C2 0

{'—3b+4c+5e b c]}
| 0 e 0

13. Linearmente independente

15. Linearmente independente

23.a=d,c=10 25.3b=2c,a=d — ¢
27.a=d,b=c=0

29. Sejam A =[a;] e B =[b;] matrizes n Xn triangulares su-
periores, e suponha que i > j. Entdo, pela definigdo de
uma matriz triangular superior,

ay=ap=-"=

Seja C = AB. Entéo:

al,l—] =0 € bu:bnl.’:'”:bu;’:O

¢y = apby; + apby + -4 i1bi-y ; + aby
+ @, i1bisy,j + 00+ @by
=0:by;+0:by;+-0:b_y; +a;0
+a,,0+ +a,0=0
e disso concluimos que C ¢ triangular superior.

35. (@) A e B simétricas =(A+ B)' = A" + B/ =
A+ B= A + B é simétrica

. ndticss.
37, As matrizes em (b) e (c) sdo anti simétricas
41. A ou B (ou ambas) deve ser a matriz nula.

1 29 § Y8 0 —(1) 2
a3.0b)|4 5 67 3 § 7|1+|1 ] (]
7809 5 9 2 )

47. Sugestdo: use 0 trago-

Exercicios 3.4

v

§. Nao invertivel

3, Nio invertivel

[—1,6 —2.8]
7. 03 I

al(@ + b?) bl(a@ + )
' [—b/(az + b)) al(d@ +b)

o[
13. @) x, = [_z]»xz = [_;]’x3 - [—g]

(c) O método utilizado na parte (b) usa menos multiph-

cagoes.
17.(b)(AB)! = A"'B ! se e somente se AB = BA.

21. X = AY(BA)*B™!

23. X=(AB)'BA+ A
0 0 1] 1 00
25, E=|0 1 0 2.E=| 010
(1 0 0] -10 1
[1 0 0] 3
10
2. E=|0 1 2 k) W }
0 0 1] L0 1
0 1 1 0 0
8. L 0] 3.0 1 2
0 0 1
1 0 o0
3710 e 0
09 (g

kL e G P R [

43. (a) Se A é invertivel, entio BA = CA = (,BA)AF1 B

(CA)A™ = B(AA™) = AA )= BI=CI=B=C.



45. Sugestao: reescreva A2 _ ) 4 *leg
Como A

47. Se AB € invertivel, entio - @I-A)=1

(AB) X = I. Com isso, também te
portanto, a matriz A € invertiye| (com i

1

49.

=0
A= AR

[1/(a® + 1)
51. )
La/(a” + 1)

—al(d* + 1)
V(a® + 1)

53, Nao invertivel

[ 1/a 0 0

55. | —1/a 1a 0 |a#0
L 1/d -1ad* 1a
[-11 -2 5 -4
5. vt Byl -2
5 . 1.=%/ 2
| 9 2 -4 3
! 0 0 0
0 1 0 0
9.0 4 0 1 0 ,d#0
| —a/d —bld —cid 1d
(4 6 4
61. Nio invertivel 63.45 3 2
LO 6 5
1+ %g10ve (-1 0: 1 1
0/4'1%%9 0 oty 11 0
0], 1 so-feoscasmeia e eraet [ [ S
@ | 3 =37176 L e
-1 -2i0 1 1 -1: 00

Exercicios 3.5

1. Subespago 3. Ndo € um subespago

7.b nio pertence a col(A) e w ndo pertence a lin(A)

11. Nao
]} é uma base para lin(A),
1

(1 om v s

13.{1 0 -1}, [0 1 2

} € uma

base para anul(A).

18§18 o 150 opil 0 8 JHen

1
base para lin(A); § [0 |- | 1 |
o) 111 L=1

1 & uma base para
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-1
col(A), ¢ uma base para anul(A).
}

0
17. {{1 0o -1],(1 1 1]} é uma base para lin(A);

{[]1] [?}} ¢ uma base para col(4).

9. {1 10 1),f0 1 -1 13[0 1 ~1 1y e

1 0] 10
uma base para lin(A); {\:Oj\ [11| ‘:0}} ¢ uma base para
col(A). o] LoJ L1

21. Os conjuntos {[1 0 —1],[0 1 2}e {(1 O =1L
[1 1 1]}sdo conjuntos formados por vetores-linha line-
armente independentes e qualquer um deles gera lin(A) =

{la b -a+2b]}. Os conjuntos {[1“?]%{[;“2]}

armente in-

sdo conjuntos formados por vetores-coluna line
R%.

dependentes e qualquer um deles gera col(A) =

{312

25. {1 0 00 1 0],[0 0 1]}

27. {2 -3 1,1 -1 0L,[4 -4 1]}
31. posto(A) = 2, nulidade(A) = 1

33, posto(A) = 3, nulidade(4) =1

35. Se A & 3X5, entdo posto(A) < 3, e, portanto, ndo pode
haver mais que trés colunas linearmente independentes.

37. nulidade(A)=2,3,40u5

39. Se a = -1, entdo posto(A4) = 1; se a = 2, entdo posto(A)
=2;paraa#-1,2, posto(A) = 3.

41.Sim  43.Sim

45. O vetor w sera um elemento de ger(BB) se e somente se
o sistema linear com matriz completa [B | w] for consis-
tente, o que é verdadeiro neste caso, pois

7N |2 10| 3
[Blw]=|2 O0|6]|—> (0 1|2
0 —-1]2 0 0 0

A partir dessa forma escalonada reduzida por linhas, fica
claro que [w]g = [ _;]

47. posto(A) = 2, nulidade(A) = 1

49. posto(A) = 3, nulidade(A) = 1
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51. Sejam A, ..., A,, os vetores-linha de A tal que lin(A)
=ger(A|, A, ..., A,,). Se x é um elemento de anul(A), '-".n'
tao, uma vez que Ax = 0, também temos A,-x =0, paral =
1,..., m, pela definigdo linha-coluna de multiplicagio de
matriz. Se r é um elemento de lin(A), entdo r € da forma
r=cA, + - +c,A,. Portanto,

R (A + -+ AL )X
=c(Ax) + -+ ¢ (A,'x)=0

53. (a) Se um conjunto de colunas de AB é linearmente in-
dependente, entio as colunas correspondentes de B sdo
linearmente independentes (por um argumento seme-
lhante ao usado para resolver o Exercicio 29 da Segdo
3.2). Segue que o nimero k mdximo de colunas linear-
mente independentes de AB [isto é, k = posto(AB)] ndo
pode ser maior que o niimero r mdximo de colunas linear-
mente independentes de B [isto é, r = posto(B)]. Em outras
palavras, posto(AB) < posto(B).

55. (a) Do Exercicio 53(a), temos que posto(UA) <
posto(A) e posto(4) = posto((U'U)A) = posto(U-{(UA)) =
posto(UA). Assim, posto(UA) = posto(A).

Exercicios 3.6

1L T(u) = [1?],T(v) - m

s L nek
15. [F] = ["(1) ‘1’] 17. [D] = [3 g]

19. [I(; (1)] estica ou encolhe na diregao Ox (combinada

1

0 k
ou encolhe na diregdo Oy (combinada com uma reflexio
pelo eixo Ox, se k < 0); [(1) (1)] ¢ uma reflexdo pela linha

0
com uma reflexdo pelo eixo Oy, se k < 0); [ ] estica

k _ _ ; |1 o
y=x [(1) 1}éuma distor¢do na diregdo Ox; [k l]é

uma distorgdo na diregdo Oy. Por exemplo,

o 5

(k > 0)

(k, 1)

(1,1 k+1,1)

(U}

(0,0) (1,0) ©,0]

(1,0)

’ (0, k) (1, k)

5

(k> 0)

: [\/3‘/2 1/2]

e
|
[NTE TR
|
Bl— R|—
| S}

& -1/2 V3.2
i ¥ =i -3 3
B s A }
. [—1 g [ 3
e [—8 5]
3L [Se ]—_ i1
[0 6 -—6]
33. [SeT] = 1 -2 2
[ -1
35. [SeT]=|-1 0
1 - 1
- [—\/5/2 1/2] 30 [—\/512 —-1/2
1 172 V312 ’ 172 -\32

45. Sejam as retas paralelas dadas na forma vetorial por x
=p+tdex’=p’+ 1d. Suas imagens sob T serio, respecti-
vamente, 7(x) = 7(p + td) = T(p) + tT\d) e T(x') = T(p  + td)
= T(p') + tT(d). Suponhamos que T(d) # 0. Se T(p')- Tp) é
paralelo a 7(d), entdo as imagens representam a mesma
linha; caso contrario, as imagens representam linhas para-
lelas distintas. Por outro lado, se T(d) = 0, entdo as ima-

gens representam dois pontos distintos se T(p") # Tp);
caso contrério, um tinico ponto.
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49. y

Exercicios 3.7

Lx = -0'4],1:2 = [0’38]
10,6 0,62
3- 640/0
(150 155
5.x,=[120|,x,=|120
1120 115
X
0,662 0,250
by [0.338 0,750] B Aa2
(c) 42,5% de dias imidos; 57,5% de dias secos
0,08 009 011
1. (a) P = | 007 011 005
0,85 0,80 0,84

(b)0,08: 0,1062; 0,1057; 0,1057; 0,1057

(¢)10,6% de boa safra, 5,5% de safra regular e 83,9% de

safra ruim

iP si das co-
13. Os elementos do vetor jP sa0 apenas as somas

lunas da matriz P Portanto, P € matriz estocdstica s¢ € S0°

mente se jP = j.

15.4 17.9,375
500 720 1.17
O.x,=| 70|x,=[350[%~ 50:
50 35 17

50 ] [200]
= X3 = )
2L (a) Para L,, temos X = [ 8]"2 [40 ’ 32
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x =[160 C[s00] . _ [640] ! [3.200]
‘= l160) ™ = [128) ™ " |6a0) 512
" =[2-560 _ [12800 =[10.240]'
8= 2560'™ = | 2.048]" ™~ 10240
dos, en-

(b) A primeira populagdo oscila entre dois esta
quanto a segunda se aproxima do estado de repouso.

23. A populagio oscila em um ciclo composto de trés es-
tados (para a populagio relativa): se 0,1 <s =1, apopu
lagdo real estd crescendo; se s = 01,a popu]aqﬁo real estéd
passando por um ciclo de comprimento 3se=s5< 01, a
populagio est4 declinando (e no fim ird se extinguir).

LIF K R g 27.A=|1 1010
1010 1a 14,0 1
1 0010
29, va 31 "
V; Vj Ag‘iz
V3 V4
V4 V3
0110' 01010
0000 10010
B.A=|0 1 01 AP 10 %0 d
1000 10001
P 10000
37' VI N vz
I A
V3 . V4
3. %

v4

V2
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41. 2 43 3
45. 0 9.3
49. (a) O vértice i ndo ¢ adjacente a nenhum outro vértice.

51. Se considerarmos apenas vitérias, P, estard em
primeiro lugar; P, P, e Py estario empatados em segundo
lugar; Py e Ps estardo empatados em terceiro. Se usarmos
a nogéio de vitdrias diretas e indiretas combinadas, os jo-
gadores se classificardo desta maneira: P, em primeiro lu-
gar, seguido por Py, Py, P3, Pse P,.

53. (a)
A 0 0 42000 4
00110
Beto A=|0 0 0 0 1
Edu 14021 W0v 0
01 00O
Dana Carla

(b) Dois passos. Todos os elementos da segunda linha de
A + A2, que ndo pertencem 2 diagonal, sdo ndo nulos.

(d) Se o grafo tem n vértices, verifique o elemento (i, j) das
poténcias AX para k = 1, ..., n - 1. O vértice i ¢ ligado ao
vértice j por um caminho de comprimento k se e somente
se o elemento (4%); # 0.

55. O elemento (AAT); conta o nimero de vértices adja-
centes a ambos os vértices i € .

§7. Bipartido 59. Bipartido

61. Um tnico erro poderia mudar o vetor de cédigo ¢; =
[0,1,0,1]em ¢’ =[1, 1,0, 1]. No entanto, ¢’ também pode-
ria ser obtido do vetor de c6digo ¢4 =[1, 1, 1, 1] através de
um tnico erro, por isso o erro nao pode ser corrigido.

—_ —

1 1
1 1
0 1
63. | 0 65. | 1
0 1
1 1
L1 1]
1
67. Pc’ = | 0 | é a segunda coluna de P, assim, o erro estd
1

na segunda componente de ¢”. Portanto, o vetor de mensagem

correto (a partir das primeiras quatro componentes do vetor

corrigido) é x =

OO0 O =

@ @pP=[1111111]

- = O O O 0
-0 O © O O

-0 O O O = O
-0 O O = O O
-0 O = O O O

A
o
e
Q
Il
—oo0COoOoR

(c) As colunas de P ndo sdo distintas.

ro o] [o o] (][] [1][*]
olloll1ll1|]ofloOf]1]]|1
of[1]]0}]1 11101
71' (a) O L O ] 0 ] 0 ) 1 ’ 1 3 1 ) 1
ofjof|1]]1 1110110
Lo [1] L] LoJ [1] LoJ LoJ 1]
10010 O]
wyP=|1 100 10 ; ndo é um cédigo corretor
1110 0 1]
de erros.

73. Um conjunto de candidatos para Pe G €

111110101111000
pe | 8.1 1,0, 4, 1 007100 00 1,00
01 0100010110010
0. 0820111311\ 110 070 8
€
1.0 0000000 0 0]
01 00000O0O0UO0O0
0010000O0O0TO0DUO
0001000O0GO0GO0D0O
0000100000 TO0
00000100000
00000O0OT1TO0OGO0GO 0O
G=|00000D0O0DT1TO0TO00O0
00000O0DODGOTI100
00000O0O0OGOT1O0
000000O0DO0O0GO01
11111010111
10110110101
01 0100O0T1O0T1]1
L0000 1 11111 1]
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Exercicios 4.2

1.Av=h§]=3v.»\—3
-3

3.Av=_ 6]=_3V"\__3
[ 6

5, Av=| -3 |=3v,A =3
| 3

— -0'
R (] e 1
3
er-stm (s (]
-
11A=15f=${JL)A=l&=gNQﬂ)

- 1 — . — 0 -—
19. v = [0],1\ 1;v= Ll]’A_

[uxf
v=

s 1/V2

=

]A—Z'v=

N NN N NN ———

WB.A=2,E, = ger([; );A =3,E,= ger([i])

1
28.A=2,E, =
= er( [

N N

27.A=1+i,E|+‘ ger [i]);A—_-l_i,El—l:
(=)
ger ;
-4
. 1 : _
29. =1+!,E1+j=gcr([1]);/\=l—I,El_i_
(™)
ger -
3aA=1,2 33.A=4
Exercicios 4.3
-18
L 16 3.0 5 -1
%5 9. —12 1L b + ab’
13- 4 15. abdg 11- 7
25. 8 27. _,_24 29- g
N -4 . g 45. k # 0,2
9. ¢ 8. -} 51 (-2)% o4
$3. det(4B) = (det A)(det 'B) = (det B)(det ne im(

55. 0,1 5.x=3Y"
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Exercicios 4.4

L(aA-7x+12 b)A=3

©&=wQﬂ)&=Wﬂ])

(d) As multiplicidades algébrica e geométrica sao todas
iguais a 1.

3@ -A+22+50—-6 (b)A=-213

M R
3]

(d) As multiplicidades algébrica e geométrica sao todas
iguais a 1.

5. (a) —A + A2 (b) A =0,1

A PO

(d) A = 0 tem multiplicidade algébrica igual a 2 e multipli-
cidade geométrica igual a 1; A = 1 tem multiplicidades al-
gébrica e geométrica iguais a 1.

7. (@) —A% + 9A7 — 27A + 27
®b)A=3

-11 |0
on-e{ [ 211)
1] L0
(d)x = 3 tem multiplicidade algébrica igual a 3 e multiph-

cidade geométrica igual a 2.
9. (a) A' — 6A7 + 9N + 4A — 12

(b) A= _112a3
i 1
0 -1
(C) E—I == ger _2 ‘EZ - ger 0
i 0
01
0
E, = ger 2
k.
@dr=-ler= 3 tém multiplicidades algébrica e geo-

métrica iguais a 1; A =2 tem multiplicidade algébrica
jguala2e multiplicidade geométrica igual a 1.
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11. (a) A* — 4% + 222 + 4A - 3

®) A=-1,1,3
0 -2 -2
0 0 2
o)E. = . =
() E_, = ger 0 ; Ey = ger ' ol
1 3 3
0
E, = ger (2)
1

(d A= -1e\= 3tém multiplicidades algébrica e geo-
métrica iguais a 1; A = 1 tem multiplicidades algébrica e
geométrica iguais a 2.

2

15. [_ij : ; g:Z] 17. {(2-320 ; 1)/32"}
2, @) A= —2,E = ger([_ﬂ);A =5 Es=

e=([3])
®) ) A= -3 E = ger([_z]); =1 By
e([3])
i A= 0,E, = gex( | 2] - 7.5 =eer([]])

-3 4 -12
27. 10 0, -A-3A2+4r-12

0 1 0
-1 -4 -9 -11 —31..=24
LA H A
ol [ 8 7]"4 [22 13]’A [ 48 17]
301 714
37. A"=[ : ?},A'2=[ i 215]
= i TH | TH
Exercicios 4.5

1. O polinémio caracteristico de A éA2—5A+ 1, maso
de BéA —2A + 1.

3. Os autovalores de A sio A =2 ¢ A\ = 4, mas 0s de B sdo
A=1leAr=4.

e[ Jpsm ()

3
7. Al=6,E6=ger 2 ;Az.—_—Z’E_2=
3

0 1
ger 11,] O
—15 L=

9. Nio diagonalizdvel
[1 1 -1 2 00
1. P=|1 1 1|,p=|0 -1 0
11 -2 0 0o 01
13. Néo diagonalizavel
[1 0 0 -1 20 0 0
010 0 {0 2 0 0
15. P = O 0T B ,D = 00 -2 0
L0 0 0 1 00 0 -2

1 [ 35.839 —69.630]
" -11.605 24.234

[(3* +3(-1)%y4 (3! - 3(—1)*)/4}
L@ - (-4 (34 (-1)%)/4

100
2L.(0 1 O
0 01

23.

(5 + 252+ (=3))/10  (2* — (=3))/5 (=5 + 27 +(=3)")/10
[ (@241 - 2(_3)‘-)/5 2* + 4(_3)1(),5 (zk»l — 2(—3)")/5
(=5 + 22 + (=3)k)/10 (2 - (=3)%)/5 (5 + 252 + (=3)%)/10

25. k=0
27. k=0
29. Todos os valores reais de k&

35. Se A ~ B, existe uma matriz invertivel P tal que B =
P-1AP Assim, temos

gg;=u(P-lAm=u(P—1(Am)=u((AnP-l)=u(APP-‘)=trmn=

usando o Exercicio 45 da Segédo 3.3.

1 *.k 0
L
g =2 9. P=|-3 -3 1
3. P= [ ] 2 2
10 -3 -3 -3 0
Exercicios 4.6
l(a)[l ]6000
o 2'5 » Uy
b)Y =6
3. (a) [1 ]2618
) 0,618)"™
(b) A, = (3 + V5)/2 ~2,618
-0,333
S. =11 = P
(@) ms 001, ys [ 1'000]

1
7. (@) mg = 10,000,y3 = | O
1



5.923] [1:,013] [17‘999 [18,000

6,000

o] |1

1 1
26 0»333] [0,333] [0,333]

—— 17,692 18,018 18,000
1

Logo, A = 18, vy, ~ [
BN o : 0,333]'

X [0] [2] [7,571] [7,755] 7,808 7,823 7.827
: : 2,857 3,132 [3,212] [3,234] [3.240]
Y H [ ] [1 ] [1 ] [1 1 1
0 0,
286 0377 0,404 0,411] [0,413] [0,414]
mk 1 7

21 16,809 17,011 16,999 17,000
X, 1 15 12,238 12,371 12,363 12,363
[ 1] 13 10,714 10,824 10,818 10,818

(17 1 1 1 1 1
Ve 1 0,714 0,728 0,727 0,727 0,727
Et 0,619 0,637 0,636 0,636 0,636
m, 1 21 16,809 17,011 16,999 17,000

REPSX “W

1
Logo, A, = 17, v, = [0,727].
0,636

1
15. Al = 5, Vl = 0
0,333

B 7 757]. - [7.7058) [7,808’ [7,823] '7,827]
X, [o] [2] [2’85.,_ 3132 3212 3,234 3,240
7,828 7,828 7,828 7,828
Rx) 7 i 10T M 1 1
1
. [1] [1 286] [ 0377 0,404 | [0,411_ [0,413] _0,414]
0 0, e ) s T R —

RRp—————
T g e A S
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’ TR . 5
19. k& v Be bl 2 3 4
1] 21 16,809 17,011 16,999 17.00;)
X, 1 15 12,238 12,371 12,363 12,36
1 13 10,714 10,824 10,818 10,818
- 17,000
R(x,) 16,333 16,998 17,000 17,000 17,000
- .= ] ]
1 1 1 1
\ 1 0,714 0,728 0,727 0,727 o,;i;l
L1] 0,619 0,637 0,636 0,636 0,
—- 3
21. FEREENEE 1 2 3 4 5 6 7
1 5 438 4,667 4,571] [4.500] [4,444J [4,400J [4,364J
= H u [3,2 2,667 2,286 2,000 1,778 1,600 1,455
I R o P P R 7 P A
o 1 08 0,667 0,571 0,500 0,444 0,400 0,364 0,333
m 1 5 438 4,667 4,571 4,500 4,444 4,400 4,364
1 rd -
Como A, = A, =4,y = { 0], m, estd convergindo devagar
para a resposta exata.
23 Sk Sg 1 U a5 4 5 ook 7 i
(17 5 42 40487  [4012]  [4,003] (4,001 4,000 4,000
X, 1 4 32 3,048 3,012 3,003 3’001 3,000 3,000
L 1 2 1 0,2 L 0,048_ _0,012_] _0’003 | L 0,001 i _0’000 1 _0’000 |
1] 1 1 [ 1 B! T B 1 -I = 1
|1 081 [o07e2] 10753( 10751 0,750 0,750 0,750 0,750
1] lo2]  looss) looiz) logos] losor] Lo | Lo | |0 |
=6 > & 608 AR 4,003 4,001 4,000 4,000

1
O ’
0

Nesse caso, A\, = A, = 4e E, = ger(

)

E claro que m est4 convergindo para 4 e y; est4 convergindo para um vetor

0

1 0
no auto-espago E, — precisamente, [0] + 0,75[ ]

0
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=1
Y .

P 1 <1 1
Os autovalores antos sdo Complexgg (i:tm‘::vmmw -

poderd convergir Para nenhyp, autovaloy 4. O que 0 mét
dominante se Comegar

I domip
: - MOos com ym, iteracao
poténcia oscilarg eéntre dois ¢q

NEBNS A UL G v e
odo de poténcia nio
nenhum autovetor

€z disso, 0 método de

ante nem para
Inicia) real. Em v
Tes reais,

Njuntos de valo

27.

Os autovalores sdo A, =

—12,A, =4, A3 =2 com autovetores
1 1 1
correspondentes v, = | m=12Lwn=]0
-1 1 1

Como x, = lv, + iy,

O vetor inicial x; tem
autovetor dominantc,

-4 12 L
Z9.Aplique ométododepoténdaparaA—lSl =[ 5 _15]- T

k
Xy
Yi
4 -18 -18
m, 1 ~10 -19 w1 Rx)  -0667 g ~18 18
e mmmmm.ﬂﬂrnm’d e e e —
C°“s°‘liientemente -19 € o autovalor dominante de 4 — Rt il R T——
) de A. h um  autovalor dominante (Po-
e w194 18wt 60 segundo autovalor deriamos escolher 18

. . M 42 7ok
31-Aphqueométndodcpotemaa,4-171— 4

-8 4 8j| 0 método do quociente de Raylej
B S8 AT e, s




> 1 0,5 —0,833] [ 0,997 ~1,000 10
! 1 -0,5 1,056 e
0,801 y ] =0,809
1 1 ~0,789 1 1
3 [1 ] [ =1 ] 1 1 -
~0997 -1, ~1,000
m 1 05 1,056 O ——
O A T R T A A PR 2 et o A S U SO oD S N SRR PR TR o
Entéo, o autovalor de A que é o menor em magnitude é 1n-1)=-1.
4 5
35. &k 0 1 2 3 : e |- :
(1] ~0,500] © 0,500 0,500 3’259 8,500
Xy 1 0,000 0,333 Ovl 11 O’Sm y160
-1 0,500 -0,500 -0,500 L R L —0,500
1
1
1

E claro que m, converge para —0,5, por isso o menor autovalor de A é 1/(~0,5) = -2

0,304 0,304 0,304
0,354 0,354 0,354
0,342 0,342 0,342

37. Os célculos sdo os mesmos que os do Exercicio 33.

39. Aplicamos o método de poténcia inverso a A — 5 = 9. L=

-1 0 6 1
-1 -2 1|.Tomandox,= |1 |, temos
6 0 -1 1

2 16
11. 1, [ 1 ] 13. 2’ 4
..k O 1 2 A ':": LN o 1
(1 1 [ o200] [-0080] [ '
X —0,500 -0,500 15. A populagéo € crescente, decrescente e constante, res-
lj 0200] [-o0080] | o003] Pectivamente.
(17 [-0400] 0,160 [-0064] 4
Y 1 1 1 1 i :
= 0400, 050 ~0,064 bi bss bysis; - buo15182 Sy bysiS2 Sl
me 1 -0,500 —0,500 -0,500 (1) (1> 0 . 0 0
TETS S e T, P_lLP= ) \ (‘) 0 0
E olaro que my converge para -0,5, por isso o autovalor O 0 : . : :
de A mais proximode 5€ 5+ 1/(-0,5)=5-2=3, 0o .. 0 0
[0 0 o .. 1 0 il

41. 0,732

Exercicios 4.7

L Nioregular 3, Regular
S.Nidoregular 7.L = [;

43.-0,619

1

5

wle Unje—
—

O polinémio caracteristic

il
ode L é(A"— b\~ -bysi\'
=bywisohn-3.,

Sn-1)(-1)"

"'bns1S2 veu

0,660
19, A""1746 P=~|0264

0,076



0,535
0,147
0,094
0,078
0,064
0,053

[ 0,029 |

A= 1,092, p =

5. (a) h =~ 0,082 29. 3, [ i

LAIRS Ll
—

33. Redutfvel

">
—
(58
Safet B D)=

41. 1,2,4,8,16
45, x, =4"— (_1)n

5. Irredutivel
43. 0,1, 1,0, -1
47, y, = (n— 32"

1
0. b, =550 * V3)" = (1 = V3)"]

55. (a) di = 1,d, =2,dy=3,d,=5,ds = 8
(b) dn = dn-l 23 dn—l

o a- (B ()

—3C13_r + CzeM, y(t) =

57. A solugao geral é x(t) =
ticular é x(t) = -3¢+

2C,e”" + Cpe*'. A solugdo par
¢4 y(t) =27 + 3.

59. A solugdo geral éx,(t) =01+ 2
-V2i_ A solugdo particular é

V2)e V4, x(t) =

eV + (1= Vv2)

o™ x(t) = C,eﬁ’ + Cqe

nir)= 2+ V2)eViia+ (2

VaeVii4 — Ve V4.

)=—C* Cse ™', ¥(t) = C, + Cse'

1. A solugdo particular éx(r) =2

=-2+¢.

o 240581'/5_'_ 26011{/]0
te 293 dias; 2

61. A solugdo geral € x(
—Cie, 2(t) = C1 + Caf
e yt)=-2+ 2.4 &%)
63.(9) = x(r)=—120e"" + 520e"", y(1)
A]inhagemxmomapésapro
linhagem Y continua a crescer.
cos t + senf
e Y morre quando /¥

) + 10, y(t) =

- [}
65. 0 = 10, b = 20; x(r) = 10€ 1.22.

10¢‘(cos r — sent) + 20-A espéci

69. x(¢) = Cleb + CZES'

Capitulo 5
Exercicios 5.2

L. Ortogonal 3. Nao Oﬁog‘mal

——
. I B e e S —
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5. Ortogonal 7.(wls = [ _i ]

0
9. [w]g = $ 1. Ortonormal

1

3

13 UV5 23V3
13. |23 |, | —11V5 | 4/3V5
23 0 -5/3\V5
15. Ortonormal
vz -1V2
17. Ortogonal, [1/\/? 1/\/2}
cos @sen b cos’ 8 sen @
19. Ortogonal, | —cosS 0 sen 6 0
_sen’@ —cos@senf cos 6
21. Ndo ortogonal
N (0x) - (Qy)
27. cos(£(0% 29)) = oxi |05
v
V(0x)'0x (Qy)' Q¥
x'0"Qy
Vx'Q'0xVy Q'0y

s P
= VaxVy'y Il
= cos(£(x, y))

31. Reflexdo, y = V3x

29. Rotagéo, 6§ = 45°
B'B=1IB + Al =

33. (a) A(A” + B)B = AATB+ A
B+A=A+B
(b) Da parte (a),
det(A + B) = det(A(A” + B")B)
— det A det(A” + B")det B
— det Adet((A + B)')det B
= det A det(A + B) det B

(de modo que det B = —det A)
3o, det(A + B) # 0, assim

mas que A +
1 = det A det B = det A(—det A) = —(det A)> Isso é im-

ncluimos que A + B ndo pode ser in-

Assuma que det A + detB=0
B é invertivel. Ent

poss{vel, e entdo Ol

vertivel.

Exercicios 5.3

wwe= {[]oxr oo = {[]

8
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V2 13
N yV3|ve v 2
0 0 2/ 3V6 1
g & it 13, | UV ~1VE “\/5“0 v B
s Wi={|y|lix-y+3z=0pB" = ol 1] yvi Ve ~yV3IL 0 Vs
b4

1 3 9 %
=lo 6 %
7. lin(A)={1 0 1,0 1 -2]}.anul(A)={[ﬂ} e [o 0 ]

1 ‘—1 il iyl = R—l T=
s{ ]2 19. A = (QR)' = R"€ Ql/\/i
9. col(A) = : , anul(A”) = Vi ~1V6 ~12V3][ O %)
i b o Ve -12V3 Ve —UVE VR
=1 s 0 0 32v3 )L 1/V3 1/V3 -1/V3
1 -3
v 1 21. Suponha que Rx = 0. Entéo, A’f = _QRX =Q0=9
2" -7 Como Ax representa uma combinagéo linear de colunas
1 0 de A (que sdo linearmente independentes), precisamos ter
-4 [-3 x = 0. Consegiientemente, R & invertivel, pelo Teorema
: 1 0 Fundamental.
11. -10 13. i
_4 0 1
3 0
3 4 Exercicios 5.5
15. H 17.-1 =1
3
y B {1/\/5 1/\/2] D= [5 0]
2 2 ] : AR BVAVZ RS VAVAA | 0 3
19.v=[5]+[5] 2.v=|-2|+| O
¢ 23 . o % ) [2/\/6 1lﬁ],D= [2 O]
5 2 V3 -21V6 0 -1
= hig 10 0 50 0
5.0=10 V2 -uUN2|,D=1|0 4 0
0 UVZ  UVA 0 0 —2
Exercicios 5.4 [—1UV2 0 1/V2] [2 0 0
7. 0= 0 1 o |,D=|0 10
N (v PO e R A R PR e
w= % )T el B Ly 1’\\/@ VRS VAVG R
: 2 i U3 9.0 |VVZ 0 -UVZ 0
N _ Ll 0 UV2 0 V2 |
3- v = —1 y VL7 1 , V3 = _'1 ,q] = _1/V§ : 0 l/-\/_
1 1 1 ~1V3 ot 2 0 -uV2
2V6 0 0E g g
g=|1UV6|q=|-1V2 D= 08
1/v6 1/V2
FCEST . T 1 g = 00 00
1)~k of | )
5. (1)) 3 T.v=| §|+|-% 1L QM.Q:[”\/i UV2i[a b]
0L 2 5 v UV2 -1uV2ilb a
011 17( 3 [1/\@ 1’\/5]_[41+b 0
9'{ k ti]} A R PR
BURBENNES 13. (a) Se A e B sao ortogonalmente diagonalizéveis, 0"

th’lo cada uma ¢ simétrica, pelo Teorema Espectral
080, A + B € simétrica, pelo Exercicio 35 da Segd0 33,

€ entdo € ortogonalmente diagonaliz4vel, pelo Teorema
Espectral.

< S ¥ |
s
| |
<= 2R Ble
[ T s |
| o SR
|
Te © 2o
R o
N’



15. Se A e B sdo orto
cada uma € simétrica,
= BA, AB também ¢ g
3.3. Entdo, AB ¢
Teorema Espectral.

17. A =

19. A=

r 1
[TV N STV ]

S O W

gonal[nente
Pelo Tegre
métl‘ica‘ el

Ttogonalmep,

RIAHLA RN
—_

|
I
I

— -
—_

|

L LIn LIRS
W0 W= W—

8
|
Wi WA Wi

17.

23, 232 + bxy + 4y*

27.

31

35,

GJ.

GJ.

o

—_—O OO -

— e O

V5
V5 —y\/ﬁ]’ﬁ + 5
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P1=[1010]
' 1 10 8

— O = O

¥

—_—— D O = O
_ = O = O O
— O = -
— D e
—— e O

25. 123

] 33. 1

V5

O OO =

SO =S

o = O O

-0 O O

675

1 0
.G'=|10 1[,C'=cC
L1 0
1 09
y 010 , .
LG = 00 1 , C'é equivalente a C, mas C' # C
(000
5. PP=[1 0 1],C éequivalenteaCmas C'#C
11100
7PP=|0 0 0 1 0] C éequivalentea
01001
CmasC' #C
ol ol 1] |12
9. ct={|o|,[0].|Of|O
ol [1] [o] L1
of [of]0]]°
11. C*t = ¢ 0,1,0’1
(Lo Lo] Lol LO
1 0
13 0 1] pu [1 b 0}
S =
. G = ; of W . 1 01
A

(25 2V5 -1/3
Q=| 0 UVS 23|,9%+95-93
LUV 0 23

37.

[ V3 UV2  1UVe
-UV3 0 2VE |, 2(x' ) +
L -UV3 1IVZ -1UV6
(et

41. Positiva definida

39.0=

43. Negativa definida

45, Positiva definida 47. Indefinida

51. Para cada vetor x, temos que x’Ax = x'B'Bx =
(Bx)(Bx) = |Bx|* = 0. Se x”Ax = 0, entdo |Bx|*> = 0, de
modo que Bx = 0. Como B € invertivel, isso implica que
x = 0. Logo, x”Ax > 0 para todo x # 0, e entdo A=BTB¢

positiva definida.
53, (a) Todo autovalor de cA é da forma c\ para algum au-

tovalor A de A. Pelo Teorema 4, x>0ec\ >0, pois c é
poSitivo. Conseqiientemente, cA € positiva definida, pelo

Teorema 4.
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© Se_ja X#0. Entdo, x’Ax > 0 ¢ x"Bx » 0, pois A e B sdo
Positivas definidas. Mas entsio x"(A + B = xTAx + xTBx
>0,eentio A + B¢ positiva definida.

SS.Ovalorméximode X) € 2 quand = +[ 1/\/5]
fix) € 2 quando x = + U\

’

ovalorm[nimodefx € 0 quand =+[
® andoxr=lyva

1/V3
S’T.Ovalormé)dmodeﬂx)é4quandox=t 1/V3 |; o valor

1/V3

—1/\6}
-1V2 0 :

V2
minimo de fix) ¢ 1 quandox=+| ¢ ouzx| 1/V2

61. Elipse 63. Pardbola 65. Hipérbole

67. Circulo, x’ = y — 2,y =y—2,(x')? + (V)Y =4

’

y y
B

69. Hipérbole, x' = x,y’ = y + 1 (x')%/4 - WY9=1

Il » X
LOBCED < x

_\é_

7L Pardbola, x' = x— 2,y =y +2,x' = "%()")2

r

y b

4 4

e

: T i
x

-2 1 ?,

1/\/5} il

73. Elipse, (x')%4 + (y')/12 = 1

77. Elipse, (x")%/50 + (y")¥10 = 1
9. Hipérbole, (x")? — (y")? = 1

81. Degenerada (duas retas)

y

A




o T N (N W [ W——_—
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85. Degenerada (duas retas)
49, Tome U como o eixo x ¢ W como o eixo y, por exemplo.

[} [l o} -

nao esta.
51. Nao

53. Sim; s(x) = (3 + 20)p(x) + (1 + t)q(x) + tr(x) para
todo escalar .

55. Sim; h(x) = f(x) + g(x)
57.Nio  59.Ndo 6L Sim

vv

89. Hiperbol6ide de uma folha, (') ~(y'R+ Rz P=1

91. Paraboléide hiperbélico, 7 = — P + v'?
Exercicios 6.3
93, Paraboldide hiperbdlico, x’ = -V3(y')? + V3(z')?

95. Elipséide, 3(x")% + (y")2 +2(z")2 =4 1. Linearmente independente
3. Linearmente dependente;
Capitulo 6 -1 0 =4[—1 1]+[3 0]_2[ 0 2}
— 7 =3 2 11 =3: 1

Exercicios 6.2 5. Linearmente independente

. Li E 22 =Tx - 22x —x2
1. Espago vetorial 7. Linearmente dependente; 3x + x - 2(2x —x°)

9. Linearmente independente

3. Ndo é um espago vetorial; o axioma 1 ndo vale.
11. Linearmente dependente; 1 = sen? x + cos® x

5.Nao é um espago vetorial; o axioma 8 ndo vale. ;
13. Linearmente dependente; In(x?) = -2 In2 -1 + 2 In(2x)

7. Espago vetorial 9. Espaco vetorial 17. (a) Linearmente independente
11. Espago vetorial 15. Espago vetorial complexo 1) | jnearmente dependente
17. No ¢ um espago vetorial complexo; o axioma 6 ndo vale. 19, Base 21. Nio ¢ uma base
19. Nio é um espago vetorial; os axiomas 1,4 ¢ 6 ndo valem. 23, Ndo é uma base 25. Nao € uma base
21. Nio é um espago vetorial; as operagdes de adigao e mul- =1 6
Lo . -1
tiplicagio nem sao as mesmas. 27, [Alg = o 2. [p(x)]s = | -1
25. Subespago 27. Subespago 4 3
29. Nio é um subespago 31. Subespago 3B.dmV=28={1-x1-1x%}
) 1 0| (0 1][0 O
33. 35. Subespago 37. dmV =3B = {[ ], [ ] {
Subespago 0 0'LO 0 [0 1
37. N3 39, Subespago
Hio & u aubrpacy : 3. dimV = 2,8 = {[; (1)] [g (])]}
41. Sub 43. Nio é um subespago
s 4L (n® - n)2 4.3
45. Nio é um subespago 45. {1+ x,1+x+x1}
47. 0 esté em Mag, Se A ¢ B estao em Magj todas as so- 1 0][0 170 -1][1 0
_ 3 . .« siio 0. Logo, isso tam-  47. ' : :
mas de linhas, colunas e diagonais a0 U 4 ’ 2158 & 0 17 {1 o'l 0J[0 O
bé . . B e cA para todo esC . - »
€m ¢ verdadeiro para A + o entiio Magl 49. {1,1 + x} SLAYY = x)x—3R)

0
Assim, A + B e cA também estdo em Mags,
€ um subespago de M33.

§3. {sen’ x, cos® x}




