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Questão 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . / 3,5 pts
Considere a curva parametrizada

r⃗(t) =

(
t3

3
, 1, t2

)
, t ∈ R.

(a) [1,5 pts] Calcule a curvatura da curva dada por r⃗.

(b) [2 pts] Determine o comprimento da curva entre os pontos
(
1
3
, 1, 1

)
e
(
8
3
, 1, 4

)
.

Solução:

(a) Note que
r⃗ ′(t) =

(
t2, 0, 2t

)
, r⃗ ′′

2 = (2t, 0, 2) e ∥r⃗ ′
2∥ = t

√
t2 + 4.

Dáı,
r⃗ ′
2 × r⃗ ′′

2 =
(
0, 2t2, 0

)
⇒ ∥r⃗ ′

2 × r⃗ ′′
2 ∥ = 2t2.

Portanto,

k(t) =
∥r⃗ ′

2 × r⃗ ′′
2 ∥

∥r⃗ ′
2∥3

=
2

t (t2 + 4)
3
2

.

(b) Primeiramente, vamos determinar os pontos inicial e final.

r⃗(t) =

(
1

3
, 1, 1

)
=⇒

(
t3

3
, 1, t2

)
=

(
1

3
, 1, 1

)
=⇒ t = 1.

r⃗(t) =

(
8

3
, 1, 4

)
=⇒

(
t3

3
, 1, t2

)
=

(
8

3
, 1, 4

)
=⇒ t = 2.

Com isso, temos que

L =

∫ 2

1

t
√
t2 + 4 dt.

Fazendo a substituição simples u = t2 + 4, du = 2t dt temos∫ 2

1

t
√
t2 + 4 dt =

1

2

∫ 8

5

√
u du

=
1

3
u
√
u
∣∣∣u=8

u=5

= −5
√
5

3
+

16
√
2

3
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Questão 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . / 3 pts
Considere a curva dada pela seguinte equação cartesiana

x
√

x2 + y2 = y.

(a) [1 pt] Determine a equação em coordenadas polares.

(b) [1 pt] Use a equação em coordenadas polares para parametrizar esta curva.

(c) [1 pt] Determine o vetor tangente.

Solução:

(a) Substituindo x = r cos(θ), y = r sin(θ) e x2 + y2 = r2 temos

r cos(θ)r = r sin(θ) =⇒ r cos(θ) = sin(θ) =⇒ r = tan(θ).

(b) Com isso, uma parametrização desta curva é:

α⃗(θ) = tan(θ)(cos(θ), sin(θ)), θ ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

(c) Basta derivar α⃗:

α⃗ ′(θ) = sec2(θ)(cos(θ), sin(θ)) + tan(θ)(− sin(θ), cos(θ))

=

(
1

cos(θ)
,
sin(θ)

cos2(θ)

)
+

(
− sin2(θ)

cos(θ)
, sin(θ)

)
=

(
cos (θ),

(
1 +

1

cos2 (θ)

)
sin (θ)

)
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Questão 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . / 3,5 pts
Considere as superf́ıcies S1 : x

2 + y2 = 9 e S2 : 4x
2 + y2 − z2 = 9.

(a) [0,5 pts] Reconheça e faça um esboço da superf́ıcies S1.

(b) [1 pt] Reconheça e faça um esboço da superf́ıcies S2.

(c) [2 pts] Determine a parametrização da curva de interseção das duas superf́ıcies que está acima do
plano xy.

Solução:

(a) S1 é um cilindro de base um ćırculo de centro na origem e raio 3.

(b) S2 é um hiperboloide de uma folha.
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(c) Parametrizando o ćırculo da base do cilindro:

α⃗ = (3 cos(t), 3 sin(t)), t ∈ R.

Neste caso, a coordenada z da parametrização é dada por:

z2 = 4x2 + y2 − 9 = 36 cos2 (t) + 9 sin2 (t)− 9 = 27 cos2 (t) =⇒ z = 3
√
3 |cos (t)| .

Logo a parametrização é:

⃗r(t) =
(
3 cos (t), 3 sin (t), 3

√
3 |cos (t)|

)
, t ∈ R.
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