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Questão 1 (3 pontos): Determine o limite ou mostre que não existe

a) lim
(x,y)→(0,0)

x2

x2 + y2
; b) lim

(x,y)→(0,0)

x4 + 3xy2

x2 + y2
; c) lim

(x,y)→(0,0)

x3 + y3

x2 + y
;

Solução:

a) Calculando este limite pelos caminhos da forma y = ax, a ∈ R temos que

lim
(x,y)→(0,0)

x2

x2 + a2x2
=

1

1 + a2
,

Portanto este limite não existe pois depende do parâmetro a.

b) Note que∣∣∣∣x4 + 3xy2

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ x4

x2 + y2
+

3|x|y2

x2 + y2
≤ (x2 + y2)2

x2 + y2
+

3|x|(x2 + y2)

x2 + y2
= x2 + y2 + 3|x|.

Dáı,

lim
(x,y)→(0,0)

∣∣∣∣x4 + 3xy2

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2 + 3|x|) = 0

e portanto

lim
(x,y)→(0,0)

x4 + 3xy2

x2 + y2
= 0.

c) Calculando o limite pelo caminho x = 0 temos que

lim
y→0

y3

y
= 0.

Pelo caminho y = x3 − x2 temos que

lim
x→0

x3 + (x3 − x2)3

x3
= 1.

Portanto, pela unicidade do limite, este limite não existe.

Questão 2 (3 pontos): Uma lámina de metal está situada num plano de modo que a
temperatura T = T (x, y) num ponto (x, y) é inversamente proporcional à distância do ponto
à origem. Sabendo que a temperatura no ponto P = (3, 4) é 100o C, determine a direção em
que T aumenta mais rapidamente no ponto P .

Solução:



Como T é inversamente proporcional à distância do ponto à origem, temos que T é da
forma

T (x, y) =
k√

x2 + y2
,

para algum k ∈ R. Neste caso,

100 = T (3, 4) =
k

5
⇒ k = 500.

Sabemos que o vetor gradiente indica a direção de maior crescimento da temperatura,
dáı,

∇T (x, y) =

(
−500x

(
√
x2 + y2)

3
2

,
−500y

(
√
x2 + y2)

3
2

)
.

Com isso, a direção em que T aumenta mais rapidamente no ponto P é dado pelo vetor

∇T (3, 4) = (−12,−16).

Questão 3 (2 pontos): Discuta a diferenciabilidade da função f(x, y) =
√
x2 + y2.

Solução:

Note que

∂f

∂x
(x, y) =

x√
x2 + y2

e
∂f

∂y
(x, y) =

y√
x2 + y2

, ∀(x, y) ∈ R2 − {(0, 0)}.

Como estas funções são cont́ınuas em R2−{(0, 0)}, pois é o quociente de funções cont́ınuas,
temos que f é diferenciável em R2 − {(0, 0)}.

Vejamos o ponto (0, 0). Note que

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

|h|
h
.

Como o último limite não existe temos que ∂f
∂x

não existe no ponto (0, 0), logo f não pode
ser diferenciável em (0, 0).

Questão 4 (2 pontos): Seja g : R2 → R diferenciável, defina f(r, θ) = g(r cos θ, r sen θ).

Sabendo que
∂g

∂x
(0, 1) = 2 e

∂g

∂y
(0, 1) = 3, calcule

∂f

∂θ

(
1,
π

2

)
.

Solução:

Considere as funções x(r, θ) = r cos θ e y(r, θ) = r sen θ e note que x
(
1, π

2

)
= 0 e y

(
1, π

2

)
=

1. Assim, pela regra da cadeia,

∂f

∂θ
=
∂g

∂x

∂x

∂r
+
∂g

∂y

∂y

∂θ
.

Com isso,
∂f

∂θ
(r, θ) = −∂g

∂x
(x, y)r sen θ +

∂g

∂y
r cos θ.

Dáı,
∂f

∂θ

(
1,
π

2

)
= −2.


