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Em qualquer caso, precisamos determinar o dominio para 6. Entao nos perguntamos: quan-
tas rotacdes completas sdo necessdrias até que a curva comece a se repetir? Se a resposta
for n, entdo

8(0 + 2nm) _ ( 86 l6nm ) _ 80
sen ——— 2 =gen| — + = sen

5 5 5 5

e assim precisamos que 16n7/5 seja um miltiplo par de 7. Isso ocorrerd primeiro quando
n = 5. Portanto, tragamos a curva inteira se especificarmos que 0 < 6 < 10r. Trocando
de 0 para ¢, temos as equagdes

x = sen(8t/5) cos t y = sen(8t/5) sen t 0<r< 107

FIGURA 18

r — sen(86/5) e a Figura 18 nos mostra a curva resultante. Observe que essa rosdcea tem 16 lagos. [

EXEMPLO 11 Investigue a familia de curvas polares dada por» = 1 + ¢ sen 6. Como o for-
mato muda conforme ¢ varia? (Essas curvas sdo chamadas limacons, que em francés sig-
nifica caracol, por causa do formato dessas curvas para certos valores de c.)

iy . . S0LUCA0 A Figura 19 mostra gréficos desenhados por computador para vérios valores de c.
= No Exercicio 55 pediremos que vocé R .
demonstre analiticamente o que descobriua ~ Para ¢ > 1 existe um lago que reduz de tamanho quando ¢ diminui. Quando ¢ = 1, 0 lago
partir dos grdficos na Figura 19. desaparece e a curva torna-se a cardioide que esbogamos no Exemplo 7. Para c entre 1 e
1 L. .. . . . L. 1
~» a cispide da cardioide € suavizada e torna-se uma “covinha”. Quando ¢ diminui de
para 0, a limacon parece oval. Essa oval se torna mais circular quando ¢ — 0 e quando
¢ = 0,acurva é apenas o circulo r = 1.

c=1,7 c=1 c=0,7 ( c=0,5 c=02
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=0 c=-02 c=-05 c=-08 c=—1
FIGURA 19
Membros da familia de limagons
r=1+csenf

As partes restantes da Figura 18 mostram que, quando ¢ se torna negativo, os forma-
tos mudam na ordem inversa. De fato, essas curvas sio reflexdes ao redor do eixo hori-

zontal das curvas correspondentes com ¢ positivo. O
103 EXERCICIOS
-2 Marque o ponto cujas coordenadas polares sdo dadas. A seguir, 3-4 Marque o ponto cujas coordenadas polares sdo dadas. A seguir,
encontre dois outros pares de coordenadas polares desse ponto, um encontre as coordenadas cartesianas do ponto.
> < 0.
comr >0 e ooutrocomr <0 3. (.7 (b) (2. —2m/3) (©) (=2, 3m/4)
I @@, m3) ©® (1, =3m/4) © (=1, 772) 4. (a)(— v2,5m/4) (b) (1, 57/2) (©) (2, —77/6)

2. (a)(1,7m/4) (b) (=3, m7/6) () (1,-1)




5-6 As coordenadas cartesianas de um ponto sdo dadas.

(1) Encontre as coordenadas polares (r, #) do ponto, onde r > 0 e
0=<6<2w.

(ii) Encontre as coordenadas polares (r, #) do ponto,onde r < 0 e
0=<6=<27w

(b) (—1,V3)

(b) (1, = 2)

7-12 Esboce a regido no plano que consiste em pontos cujas coor-

5. (a)(2,—2)
6. (a)(3V3,3)

denadas polares satisfazem as condig¢des dadas.
7. 1sr<2

8. r=0, w3=<60=<27w/3

9. 0<r<4, —@2<0<a/6

10. 2<r=<35, 374 <6<5mul4

1. 2<r<3, 573<0<7u/3

13. Encontre a distancia entre os pontos com coordenadas polares
(2,m/3) e (4,2m/3).

14. Encontre uma férmula para a distancia entre os pontos com

coordenadas polares (r , 0)) e (r,, 0,).

15-20 Encontre a equacdo cartesiana para a curva descrita pela equa-

¢do polar dada.
I5. r=2 16. rcosf =1
17. r=3senf 18. r=2senf + 2cos 6

19. r = cossec 0 20. r =tgfsech

21-26 Encontre uma equagdo polar para a curva representada pela
equagdo cartesiana dada.

21. y=5 2. X+ =9
23. x=—y 24, y=2x—1
25. x2+y2=2cx 26. xy=4

27-28 Para cada uma das curvas descritas, decida se a curva seria
mais facilmente dada por uma equacgdo polar ou por uma equagdo

cartesiana. Entéo, escreva uma equagdo para a curva.

27. (a) Uma reta que passa pela origem e forma um angulo de 7/6
com o eixo x positivo.

(b) Uma reta vertical pelo ponto (3, 3).

28. (a) Um circulo com raio 5 e centro (2, 3).

(b) Um circulo com centro na origem e raio 4.

29-48 Esboce a curva com a equagdo dada.
29. 0= —7l6 30. ¥ —3r+2=0

3l. r==sen6 32. r=—3cosf
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33. r=2(1 —sen6),0 =0 3. r=1—3cos¥f

35. r=0,0=0 36. r=1n6,0=1
37. r =sen 20 38. r=2cos 360

39. r=2cos 460 40. r = 3 cos 66

41. r=1—2senf 42. r=2+senf
43. r* =9sen20 4. r* = cos 49

45. r=2cos (30/2) 46. 0 =1

47. r =1+ 2 cos 20 48. r =1 + 2 cos(60/2)

49-50 A figura mostra o grafico de r como uma fun¢@o de 6 em coor-
denadas cartesianas. Use-o para esbocar a curva polar correspondente.
49. 50.

51. Mostre que a curva polar r = 4 + 2 sec 6 (chamada conchoide)
tem a reta x = 2 como uma assintota vertical mostrando que

lim . x = 2.Use esse fato para ajudar a esbogar a conchoide.

52. Mostre que a curva r = 2 — cossec 6 (também uma conchoide)
temaretay = —1 como uma assintota horizontal mostrando que

lim . y= —1.Useesse fato para ajudar a esbogar a conchoide.

53. Mostre que a curva r = sen 6 tg 6 (denominada cissoide de Dio-
cles) tem a reta x = 1 como uma assintota vertical. Mostre tam-
bém que a curva estd inteiramente dentro da faixa vertical

0 = x < 1. Use esses fatos para ajudar a esbocar a cissoide.
54. Esboce a curva (x* + yz)3 = 4y yz.

55. (a) No Exemplo 11 os graficos sugerem que a limagon r = 1 +
¢ sen 0 tem um laco interno quando |c| > 1. Demonstre que
isso € verdadeiro e encontre os valores de 6 que correspondam
ao laco interno.

(b) A partir da Figura 19 parece que a limagon perde sua covi-

1 .
nha quando ¢ = -. Demonstre isto.

56. Associe as curvas polares com seus respectivos graficos I-VI.
Dé razoes para suas escolhas. (N@o use uma ferramenta grafica.)
(@r=v0, 0<s6<16m O r=0, 0<0<I16m
(c) r = cos(6/3) (dr=1+2cosb
(e) r =2 + sen 30 f)r=1+ 2sen 360

7NV
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57-62 Calcule a inclinag@o da reta tangente para a curva polar dada
no ponto especificado pelo valor de 6.
57. r=2senf, 0= 7/6 58. r=2—senf, 0 =m/3
59. r=1/6, 0= 60. r =cos(0/3), 0=
6l. r=cos20, 0=m/4 62. r=1—2cosf, 6=m/3
63-68 Encontre os pontos na curva dada onde a reta tangente ¢ ho-

rizontal ou vertical.

63.

65.

67.

r=3cos 6 64. r=1—senf
r=1+cosf 66. r=¢"
r=2+senf 68. > = sen 20

69.

70.

Y|
1<

71

Mostre que a equacdo polar r = a sen 6§ + b cos 0, para a qual
ab # 0, representa um circulo e calcule seu centro e o raio.

Mostre que as curvas r = a sen 6 e r = a cos 0 se interceptam

com angulos retos.

-76 Use uma ferramenta grafica para tragar a curva polar. Escolha o

intervalo do parametro para ter certeza de que vocé fez a curva inteira.

71.
72.
73.
74.
75.
76.

r=1+ 2sen(6/2) (nefroide de Freeth)
r=+v1—038sen’) (hipopédia)
r=¢e"" —2cos(4)  (curva borboleta)
r = sen’(48) + cos(46)

r =72 — 5sen(6/6)
r = cos(6/2) + cos(6/3)

71,

e 78.

7 79.

Como os graficosr = 1 + sen(d — w/6)er = 1 + sen(f — 7/3)
estdo relacionados ao graficor = 1 + sen 6?7 Em geral, como o
grificode r = f(0 — «) estd relacionado ao grafico de r = f(6)?

Use um gréafico para estimar a coordenada y dos pontos mais
altos na curva r = sen 26. Entdo, use o cdlculo para encontrar o
valor exato.

(a) Investigue a familia de curvas definidas pelas equagdes po-
lares » = sen n#, onde n é um inteiro positivo. Como o nu-
mero de lagos estd relacionado a n?

(b) O que aconteceria se a equagio na parte (a) fosse trocada por

r = |sen nf|?

7 80.

7 8l.

7 82.

83.

84.

A

Uma familia de curvas € dada pelas equagdes r = 1 + ¢ sen nf,
onde ¢ ¢ um nimero real e n é um inteiro positivo. Como o
grifico muda quando n aumenta? Como ele muda quando ¢
varia? [lustre tragando membros suficientes da familia para jus-
tificar suas conclusdes.

Uma familia de curvas tem equacdes polares

1 —acosf

1+ acos

Investigue como o grafico muda quando o nimero a varia. Em

r =

particular, vocé€ deveria identificar os valores de transicdo de a
para os quais o formato bdsico da curva muda.

O astronomo Giovanni Cassini (1625-1712) estudou a familia
de curvas com equacdes polares
4 2 2 4 4
r—2c"rcos20t+tc —a =0

para as quais a e ¢ sdo niimeros reais positivos. Essas curvas sdo
chamadas ovais de Cassini, embora tenham formato oval ape-
nas para certos valores de a e c¢. (Cassini pensou que essas cur-
vas pudessem representar as Orbitas planetarias melhor que as
elipses de Kepler.) Investigue a variedade de formatos que essas
curvas podem ter. Em particular, como estdo relacionados a e ¢

quando a curva se divide em duas partes?

Seja P um ponto qualquer (exceto a origem) na curva r = f ().
Se ¢ for o angulo entre a reta tangente em P e a reta radial OP,

mostre que

.
gy =——
&=

[Sugestdo: Observe que y = ¢ — 0 na figura.]

o

0

(a) Use o Exercicio 83 para mostrar que o angulo entre a reta tan-
gente e a reta radial é iy = 7/4 em cada ponto na curva r = ¢’.

(b) Ilustre a parte (a) tracando a curva e a reta tangente aos pon-
tos onde 0 = 0 e m/2.

(c) Demonstre que qualquer curva polar r = f (), com a pro-
priedade de que o angulo ¢ entre a reta radial e a reta tangente
é uma constante, deve ser do tipo r = Cekg, onde C e k
sd0 constantes.
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Pela Formula 9 essa distancia é

12.5| EXERCICIOS

[13(1) — 6(—2) — 5(4) + 3| 8

= —— =053 a
V230

V137 + (=6) + (=5)

I.  Determine se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes.
(a) Duas retas paralelas a uma terceira sdo paralelas.
(b) Duas retas perpendiculares a uma terceira sdo paralelas.
(c) Dois planos paralelos a um terceiro sido paralelos.
(d) Dois planos perpendiculares a um terceiro sdo paralelos.
(e) Duas retas paralelas a um plano sdo paralelas.
(f) Duas retas perpendiculares a um plano sdo paralelas.
(g) Dois planos paralelos a uma reta sdo paralelos.
(h) Dois planos perpendiculares a uma reta siao paralelos.
(1) Dois planos ou se interceptam ou sdo paralelos.
(j) Duas retas ou se interceptam ou sdo paralelas.

(k) Um plano e uma reta ou se interceptam ou sao paralelos.

2-5 Determine uma equagdo vetorial e equagdes paramétricas para

areta.

2. A reta que passa pelo ponto (1,0, —3) e € paralela ao vetor
2i — 4j + 5k
3. Areta que passa pelo ponto (—2, 4, 10) e é paralela ao vetor

(3,1,-8)

4. Areta que passa pelo ponto (0, 14, —10) e € paralela a reta
x=—-14+2t,y=6—-3t,z=3+ 9t

5. Areta que passa pelo ponto (1,0, 6) e é perpendicular ao plano
x+3y+z=5

6-12 Determine as equagdes paramétricas e as equacgdes simétricas

para a reta.

6. Reta que passa pela origem e pelo ponto (1, 2, 3)

7. Reta que passa pelos pontos (1,3,2) e (—4,3,0)

8. Reta que passa pelos pontos (6,1, —3) e (2,4,5)

9. Reta que passa pelos pontos (O,%, 1) e(2,1,-3)

10. Reta que passa por (2, 1,0) e é perpendiculararetai + jej + k

Il. Reta que passa por (1, —1, 1) e é paralela a reta
x+2= lzy =z—-3

12. Reta que ¢ a intersec¢@o dos planosx +y +z=1lex+z=0

13. Areta que passa pelos pontos (—4, —6,1) e (—2,0 —3) é para-
lela a reta que passa pelos pontos (10, 18,4) e (5, 3, 14)?

14. Areta que passa pelos pontos (4,1, —1) e (2, 5, 3) ¢é perpendi-
cular a reta que passa pelos pontos (—3,2,0) e (5,1,4)?

15. (a) Determine as equag¢des simétricas da reta que passa pelo ponto
(1, —5,6) e é paralela ao vetor (—1,2, —3).

(b) Determine os pontos nos quais a reta da parte (a) intercepta
os planos coordenados.

16. (a) Determine as equagdes paramétricas da reta que passa pelo
ponto (2,4, 6) e que é perpendicular ao planox —y + 3z = 7.
(b) Em que pontos essa reta intercepta os planos coordenados?

17. Ache a equagdo vetorial para o segmento de retade (2, —1,4) a
4,6, 1).

18. Ache as equagdes paramétricas para o segmento de reta de
(10,3, 1)a (5,6, —3).

19-22 Determine se as retas L, e L, sdo paralelas, reversas ou con-
correntes. Se forem concorrentes, determine seu ponto de interseccao.

19. L:ix=—6t, y=1+9t, z=-3¢

L: x=1+2s, y=4—-3s, z=5

20. L:x=1+2t, y=3¢t, z=2—1t
L:x=—-1+s, y=4+s, z=1+3s

X _y-1l_z=-2
1 2 3

21. L;:

2 .x=1_y=3

x—2 _ _z+2
1 —1 3
23-38 Determine a equagdo do plano.

L,

23. O plano que passa pelo ponto (6, 3, 2) e é perpendicular ao vetor
(=2,1,5)

24. O plano que passa pelo ponto (4,0, —3) e cujo vetor normal é
jt2k

25. O plano que passa pelo ponto (1, —1, 1) e cujo vetor normal é
i+j—k

26. O plano que passa pelo ponto (—2, 8, 10) e é perpendicular a
retax=1+1¢ty=2t,z7=4— 3¢t

27. O plano que passa pela origem e é paralelo ao plano
2x—y+3z=1

28. O plano que passa pelo ponto (—1,6, —5) e € paralelo ao plano
x+ty+z+2=0
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29. O plano que passa pelo ponto (4, —2, 3) e é paralelo ao plano
3x—7z=12

30. Oplano que contémaretax =3 + 2t,y =1,z =8 — teé pa-
ralelo ao plano 2x + 4y + 8z = 17

31. O plano que passa pelos pontos (0, 1,1),(1,0,1)e (1,1,0)
32. O plano que passa pela origem e pelos pontos (2, —4,6) e (5, 1,3)
33. O plano que passa pelos pontos (3, —1,2),(8,2,4)e (—1,—2,—3)

34. O plano que passa pelo ponto (1,2, 3) e contém a reta x = 3z,
y=1+tz=2—1¢

35. O plano que passa pelo ponto (6,0, —2) e contém a reta
x=4-2t,y=3+5t,z=T+ 4

36. O plano que passa pelo ponto (1, —1, 1) e contém a reta com
equagdes simétricas x = 2y = 3z

37. O plano que passa pelo ponto (—1,2, 1) e contém a reta inter-
sec¢do dosplanosx +y —z=2e2x —y +3z=1

38. O plano que passa pela reta intersec¢@o dos planos
x —z=1ey+ 2z =3 e é perpendicular ao plano
x+y—2z=1

39-42 Use as intersec¢des com os eixos coordenados como uma

ajuda para esbocar o plano.
39. 2x+ 5y +z=10 40. 3x +y+22=6

41. 6x — 3y +4z=06 42. 6x +5y—3z=15

43-45 Determine o ponto no qual a reta intercepta o plano dado.
43. x=1+1¢ y=2t, z=3t; x+y+z=1
4. x=5, y=4—1t, z=2t; 2x—y+z=5

45. x=y—1=2z 4x—y+3z=28

46. Onde a reta que passa pelos pontos (1,0, 1) e (4, —2, 2) inter-
ceptaoplanox +y + z =67

47. Determine as coordenadas do vetor diretor da reta intersec¢ao
dosplanosx +y+z=1lex+z=0.

48. Determine o cosseno do angulo entre os planos x +y + z =10
ex+2y+3z=1.

49-54 Determine se os planos sio paralelos, perpendiculares ou nenhum

dos dois. No caso de nenhum dos dois, calcule o angulo entre eles.
49. x +4y —3z=1, —3x+6y+7z=0
50. 2z =4y —x, 3x— 12y +6z=1
5. x+y+z=1, x—-y+z=1
52. 2x —3y+4z=5, x+6y+4z=3
53. x =4y — 2z, 8y =1+ 2x+4z

54. x +2y+2z=1, 2x—y+2z=1

55-56 (a) Determine as equagdes simétricas da reta intersec¢@o dos

planos e (b) determine o angulo entre os planos.
55. x+y+z=1, x+2y+2z=1

56. 3x — 2y +z =1, 2x +y—3z=3

57-58 Determine as equagdes paramétricas da reta interseccio

dos planos.
57. 5x =2y —2z=1, 4x+y+z=6

58. z=2x—y—5, z=4x+3y—5

59. Determine a equag@o do plano constituido de todos os pontos
que sdo equidistantes dos pontos (1,0, —2) e (3,4, 0).

60. Determine a equag@o do plano constituido de todos os pontos
que sdo equidistantes dos pontos (2,5,5) e (—6, 3, 1).

61. Determine a equacdo do plano que intercepta o eixo x em a, o
eixoyem b e o eixo zem c.

62. (a) Determine o ponto dado pela intersec¢do das retas:
r=<1,1,0) + {1, —1,2)
r=(,0,2)+ s(1,1,0)

(b) Determine a equagdo do plano que contém essas retas.

63. Determine as equacdes paramétricas da reta que passa pelo
ponto (0, 1, 2), é paralela ao plano x + y + z = 2 e perpendi-
culararetax =1+1t,y=1—12z7=2t.

64. Determine as equagdes paramétricas da reta que passa pelo
ponto (0, 1, 2), é perpendicular aretax =1 + ¢,y =1 — 1,

z = 2t, e intercepta essa reta.

65. Quais dos quatro planos seguintes sio paralelos? Existem dois
coincidentes?
P:dx—2y+6z=3
P:—6x+3y—9z=>5

Prdx —2y—27=6
Prz=2x—y—3
66. Quais das quatro retas seguintes sdo paralelas? Existem duas

coincidentes?

L:x=1+¢, y=t, z=2—>5¢t
Lix+1=y—-2=1-z
Lix=1+1, y=4+1, z=1—1

Liyr=(2,1,-3)+ 12,2, —10)

67-68 Utilize a féormula que aparece no Exercicio 43 da Secdo 12.4

para determinar a distdncia do ponto a reta dada.
67. 4,1,-2); x=1+¢t y=3-2t, z=4—-3t

68. (0,1,3); x=2t, y=6-—2t, z=3+1

69-70 Determine a distancia do ponto ao plano dado.
69. (1,-2,4), 3x+2y+6z=35

70. (—6,3.5), x—2y—4z=38

71-72 Determine a distancia entre os planos paralelos dados.

71. 2x — 3y +z=4, 4x — 6y +27=3



72.

6z =4y — 2x, 9z=1—-—3x+ 6y
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ramétricas x = 1 + ¢,y =1 + 61,z =2tex = 1 + 2s,

73.

74.

75.

76.

Mostre que a distancia entre os planos paralelos

y=5+15s,z= —2 + 6s.

ax +by+czt+d =0eax+by+cz+d,=0¢ 77. Se a, b e ¢ ndo sdo todos nulos, mostre que a equacio

|d, — d,|
VEtpia

Determine as equagdes dos planos que sdo paralelos ao plano

x + 2y — 2z =1 e que distam duas unidades dele.

ax + by + ¢z + d = 0 representa um plano e {a, b, c) € 0 vetor
normal ao plano.

Sugestdo: Suponha a # 0 e reescreva a equagdo na forma

a(x+%)+b(y—0)+c(z—0)=0

Mostre que as retas com equacdes simétricas x = y = z e
x + 1 = y/2 = z/3 sdo reversas e determine a distancia entre elas. 78. D¢ a interpretacdo geométrica de cada familia de planos.

Determine a distancia entre as retas reversas com equagdes pa-

ROIJETODE

P
TILABORATORIO

(@x+y+tz=c ®) x+y+tez=1
(c)ycosh +zsenf =1

PONDO 3D EM PERSPECTIVA

Os programadores de computacdo grafica encaram o mesmo desafio que os grandes pin-
tores do passado: como representar uma cena tridimensional como uma imagem em um
plano (um monitor ou uma tela). Para criar a ilus@o de perspectiva, na qual os objetos pro-
Xximos parecem maiores que aqueles mais distantes, os objetos tridimensionais na me-
moria do computador sdo projetados em uma tela retangular a partir do ponto de visdo
onde o olho ou a camera estdo localizados. O volume de visdo — a por¢ao do espago que
estard visivel — € a regido contida nos quatro planos que passam pelo ponto de visao e
por uma aresta da tela retangular. Se os objetos na cena se estendem além dos quatro
planos, eles sdo truncados antes que os dados sejam enviados para a tela. Esses planos
sdo, portanto, chamados planos cortantes.

Suponha que a tela seja representada por um retangulo no plano yz com vértices (0,
*400, 0) e (0, £400, 600), e a camera esteja localizada em (1000, 0, 0). Uma reta
L na cena passa pelos pontos (230, —285, 102) e (860, 105, 264). Em quais pontos L
serd contada pelos planos cortantes?

Se o segmento de reta cortado for projetado na tela, identifique o segmento de reta
resultante.

Use equagodes paramétricas para tragar as arestas da tela, o segmento de reta cortado
e sua projecdo na tela. A seguir, adicione retas que conectem o ponto de visdo a cada
extremidade dos segmentos cortados para verificar que a projecao estd correta.

Um retangulo com vértices (621, —147,206), (563,31,242), (657, — 111, 86) e (599,
67, 122) ¢ adicionado a cena. A reta L intercepta esse retangulo. Para fazer o retan-
gulo parecer opaco, um programador pode usar linhas escondidas as quais removem
partes do objeto que estdo atrds de outros objetos. Identifique a parte de L que deve
ser removida.
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sao0 usados para transmitir movimento de rotac@o entre eixos transversais. (Os dentes das
engrenagens sao as retas geradoras do hiperboloide. Veja o Exercicio 49.)

Hiperboloides produzem transmissao por engrenagens.

12,6/ EXERCICIOS

I. (a)Oqueaequacdoy = X representa como uma curva em R*? (b) Se a equacdo na parte (a) for trocada para ©— y2 -7Z=10 que
(b) O que ela representa como uma superficie em R*? acontece com o grafico? Esboce o novo gréfico.

~ 2
¢) O que a equagdo z = y representa? . . ..
©0gq quagaoz =y rep 11-20 Use cortes para esbocar e identificar as superficies.

2. (a) Esboce o grifico de y = ¢" como uma curva em R

. ) 5 I x=y+47 12. 9 =y +7=0
(b) Esboce o grifico de y = ¢’ como uma superficie em R".
(c) Descreva e esboce a superficie z = €. 13. X’=y"+47 14, 25¢° + 4y’ + 7= 100
3-8 Descreva e esboce a superficie. I5. X' +4y— =4 16. 4x"+ 9y’ +z=0
3. Y+4l=4 4, 7=4-—x° 17. 36x°+y* + 362 = 36 18. 4 — 16y°+ 2= 16
5. x_yzz() 6. yz=4 I9.y=z2—x2 20. x=y2—z2
7. z=cosx 8. X—y=1 21-28 Faga uma correspondente entre a equagao e seu grafico (iden-

] ] ] ] tificado por I-VIII). Justifique sua escolha.
9. (a) Encontre e identifique os cortes da superficie quadrica

X+ y = 2= 1 e explique por que o grafico parece com o 2. K+ 4y +97=1 2. ' +4y'+ =1
grafico do hiperboloide de uma folha da Tabela 1. 23, A— yz I 2. -2+ yz e
(b) Se trocarmos a equagdo em (a) para X = y2 + /=1, como
; : 25, y=2"+7 26. y=x+27
isso afeta o grafico? -y -y
(c) E se trocarmos a equacdo em (a) para Xy +2y— =07 27. ¥ +27=1 28. y=x"—7
10. (a) Encontre e identifique os cortes da superficie quadrica I I z

- = y2 +7=1e explique por que o gréfico parece com
o gréfico do hiperboloide de duas folhas da Tabela 1.
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29-36 Coloque a equacdo na forma-padrio, classifique a superficie

e esboce-a.

29. =4+ 9 + 36 30. x’=2y"+ 37
31, x=2y"+ 37 32, 4x—y' +47=0
33, 4+ Yy +47— 4y —24z+36=0

34. 4y +7—x— 16y —4z+20=0

35, X~y +7—4x—2y—2z+4=0

36. ¥~y +Z7—2x+2y+4z+2=0

37-40 Use um computador com um programa que trace superfi-

cies tridimensionais. Experimente diversos pontos de vista e di-

versos tamanhos de janela retangular até conseguir uma boa visao

da superficie.

37.

39.

—4x2—y2+zz=l 38. xz—yz—z=0

4 =y +7=0 4. ¥ —6x+4°—z=0

41.

42.

43.

Esboce a regido delimitada pelas superficies z = V2> + y* e
x2+y2= lparal = z=<2.

Esboce a regido delimitada pelos paraboloides z = x° + y e
7=2—-x- yz.

Determine uma equacio da superficie obtida pela rotagao da pa-

z 2 .
rdbola y = x”em torno do eixo y.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Determine uma equagao da superficie obtida pela rotagao da reta
x = 3y em torno do eixo x.

Determine uma equagio da superficie constituida de todos os pon-
tos que sdo equidistantes do ponto (—1, 0, 0) e do plano x = 1.
Identifique essa superficie.

Determine uma equagdo da superficie constituida de todos os
pontos P para os quais a distancia de P ao eixo x é o dobro da
distancia de P ao plano yz. Identifique a superficie.

Tradicionalmente, a superficie da Terra tem sido modelada por

uma esfera, mas o World Geodesic System de 1984 (WGS-84)

usa um elipsoide como um modelo mais preciso. Ele coloca o

centro da Terra na origem e o polo norte no eixo z positivo. A

distancia do centro ao polo ¢ 6 356,523 km e a distancia a um

ponto do equador é 6 378,137 km.

(a) Encontre uma equagao para superficie da Terra como a usada
pelo WGS-84.

(b) Curvas de latitude constante sdo cortes nos planos z = k.
Qual a forma destas curvas?

(¢) Meridianos (curvas com longitude constante) sdo cortes nos

planos da forma y = mx. Qual € a forma destes meridianos?

Uma torre de resfriamento de um reator nuclear deve ser cons-
truida na forma de um hiperboloide de uma folha. O didmetro
na base € 280 m e o didmetro minimo, 500 m acima do solo, é
200 m. Encontre uma equacio para a torre.

Mostre que se o ponto (a, b, ¢) estd em um paraboloide hiper-
bélico z = y* — X, entdo as retas com equacdes paramétricas
x=a+t,y=b+t,z=c+2b—-—artex=a+t,y=>b—t,
z=c — 2(b + a)t, estdo ambas inteiramente neste paraboloide.
(Isto mostra que o paraboloide hiperbdlico é o que € chamado
uma superficie regrada; ou seja, ela pode ser gerada pelo mo-
vimento de uma reta. De fato, este exercicio mostra que por cada
ponto do paraboloide hiperbdlico existem duas retas geradoras.
As Unicas outras superficies quddricas que sdo superficies re-

gradas sdo os cilindros, cones e hiperboloides de uma folha.)

Mostre que a curva obtida pela interseccdo das superficies
X¥+2y—Z7+3x=1le2x+4" 27— 5y =0estd em

um plano.

) 2 2 2
. Desenhe as superficies z = x"+ y’e z = 1 — y em uma mesma

tela usando uma janela de tamanho |x| < 1,2, |y| < 1,2, e ob-
serve a curva de interseccdo. Mostre que a proje¢do dessa curva

no plano xy é uma elipse.
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13.1| EXERCICIOS

1-2 Determine o dominio das fungdes vetoriais.

. = Vi—1,¥5—1)

t—2

2. r(n= i+sentj+ IO —~Ak
r+2

3-6 Calcule os limites.
3. 1irr(}+ (cost,sent, tInt)

—

. fé—=1V1+t—1 3 A4
4. lim R s

=0 t t t+1

2

5. lim (e*'i + —j+cos2t k)

=0 sen’t

v z

6. lim <arctg te ™, In? >
1o ¢

7-14 Esboce o grifico da curva cuja equacdo vetorial é dada. Indi-
que com setas a direcao na qual o pardmetro cresce.

() = (£,
10. r() =1 +1,3t,—1)

7. r(®) =(sent, 1) 8.
9. r(t) = (t,cos 2t,sen 2f)

. r(r) = (sent,3,cos ) 12. r(f)=ti+1rj+costk

27.

. =Fi+fj+rk

. r(t)=costi—costjtsentk

15-18 Encontre uma equagdo vetorial e equagdes paramétricas para
o segmento de reta que liga Pe Q.

25.

26.

28.

Mostre que a curva com equagdes paramétricas x = ¢ cos ¢,
z 2 2 2
y=tsent,z=testdnoconez = x + y,e use esse fato para

esbocar a curva.

Mostre que a curva com equagdes paramétricas x = sen ¢,
2, 2 . ~ )
y =cos t,z = sen’t € a curva de intersec¢do das superficies

2 2 2
z=x"ex +y = 1.Use esse fato para esbocar a curva.

Em quais pontos a curva r(f) = i + (2t — )k intercepta o pa-
raboloide z = x* + y?

Em quais pontos a hélice r(r) = (sen 1, cos , ) intercepta a es-
ferax’ +y* + 7= 57

{4 29-32 Utilize um computador para tracar a curva da equagio veto-

rial dada. Escolha o dominio do pardmetro e ponto de vista de forma

arevelar a verdadeira natureza da curva.

r(t) = (cos t sen 2¢, sen t sen 2¢, cos 21)
r(d) = (", Int, 1)
r(r) = (t,tsent,tcos 1)

r(t) = (t,¢', cos 1)

15. P(0,0,0), 0(1,2,3) 16. P(1,0,1), 02,3, 1)
17. P(1,-1,2), 04,1,7) 18. P(—2,4,0), Q(6,—1,2)
19-24 Faga uma correspondéncia entre as equagdes paramétricas e 0s -
graficos (identificados com nimeros de I-VI). Justifique sua escolha. 30.
19. x = cos 4t, y =1, z = sen 4t 31
20. x =1, y= £, z=¢"' 3.
2. x=1, y=U1+0D, z=r /1 33.
22, x=¢ 'cos10t, y=e¢ 'senllt, z=¢"'
23. x=cost, y=sent, z=sen>5t
24. x =cost, y=sent, z=Int ¥ 34.
I z 11 z
. y X y 35.

Trace a curva com equagdes paramétricas
x=(1+cos16f)cost,y = (1 + cos 16¢) sent,

z=1+ cos 16t.

Explique a aparéncia da curva, mostrando que ela estd em um cone.

Trace a curva com equagdes paramétricas

x=+v1—0.25 cos®10¢ cos ¢
y =+1 —0,25 cos’10¢ sen ¢

z=10,5cos 107
Explique a aparéncia da curva, mostrando que ela estd em

uma esfera.

7,

y=1-3t,z=1+ t3passa pelos pontos (1,4,0) e (9, —8,28),
mas ndo passa pelo ponto (4,7, —6).

Mostre que a curva com equagdes paramétricas x =



36-38 Determine a funcdo vetorial que representa a curva obtida pela

intersec¢ao das duas superficies.

36.

37.

38.

Ocilindrox’+y’=4ea superficie z = xy
Oconez=vx’+y eoplanoz=1+y

O paraboloide z = 4x” + y’e o cilindro parabélico y = x°

7 39.

i a0.

41.

42.

Tente esbocar a mao a curva obtida pela intersec¢do do cilindro
. 2 2 1 212 2 .

circular x” + y” = 4 com o cilindro parabdlico z = x°. Determine

entdo as equacdes paramétricas dessa curva e utilize um com-

putador para desenhd-la.

N ~ . ~ e 21 2

Tente esbocar a mao a interseccdo do cilindro parabdlico y = x
. . . 2 2 2

com a metade superior do elipsoide x™ + 4y” + 47" = 16. Escreva

entdo as equagdes paramétricas para a curva e utilize um com-

putador para traga-la.

Se dois objetos viajam pelo espaco ao longo de duas curvas dife-
rentes, é¢ sempre importante saber se eles vao colidir. (Um missil
vai atingir seu alvo mdvel? Duas aeronaves vao colidir?) As cur-
vas podem se interceptar, mas precisamos saber se 0s objetos es-
tardo na mesma posicao no mesmo instante. Suponha que as
trajetérias de duas particulas sejam dadas pelas seguintes fungoes
vetoriais
r (=7t —12,7) r,(1) = (4t — 3,7,5t — 6)

para = 0. As particulas colidem?

Duas particulas se movem ao longo das curvas espaciais
r() = 1) r() = (1 +26,1+ 61,1+ 14)
As particulas colidem? Suas trajetdrias se interceptam?

13.2

43.

44,

45.
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Suponha que u e v sejam fungdes vetoriais que possuem limites
quando ¢ — a e seja ¢ uma constante. Demonstre as seguintes
propriedades de limites.

@ lim [u@®) + v()] = limu(?) + lim v(z)
(b) }LH}, cu(t) = c }Ln3 u(?)

(© lim [u@®) - v()] = limu(?) - lim v(z)
(d) Tim [u(r) X v()] = limu(z) X lim v(7)

A visdo do n6 de trevo apresentada na Figura 8 é correta, mas
ndo muito reveladora. Use as equacdes paramétricas

x = (2 + cos 1,5¢) cos t

y = (2 + cos 1,5¢)sen ¢

z =sen 1,5t
para esbocar a mdo a curva vista de cima, deixando pequenas
falhas para indicar os pontos onde a curva se sobrepde. Comece
mostrando que sua proje¢do sobre o plano xy tem coordenadas
polares r = 2 + cos 1,5t e 6 = ¢, de forma que r varia entre
1 e 3. Mostre entdo que z tem um valor mdximo e um minimo
quando a projecdo estd entre r =1 e r =3.

Quando vocé terminar o esboco a mao livre, utilize um com-
putador para tragar a curva com o observador vendo de cima e
compare-a ao seu desenho. Trace a curva sob outros pontos de
vista. Vocé alcangard melhor resultado se tragar um tubo de raio
0,2 em torno da curva. (Utilize o comando tubeplot no Maple.)

Mostre que lim _ r(f) = b se e somente se para todo € > 0

t—a

existe um nimero & > 0 tal que

se0<ltr—al <é entio Ir(r) — bl <e

DERIVADAS E INTEGRAIS DE FUNGOES VETORIAIS

Mais adiante neste capitulo, utilizaremos as func¢des vetoriais para descrever o movimento
dos planetas e outros objetos no espago. Vamos nos preparar aqui para desenvolver o cdl-
culo com fungdes vetoriais.

DERIVADAS

A derivada r’ de uma funcéo vetorial r € definida do mesmo modo como foi feito para as

fun¢des a valores reais:

(1]

dr

dt

— 0 =lim r(t + h;l — r(7)

se este limite existir. O significado geométrico dessa defini¢ao esta regresentado na Figura
1. Se os pontos P e Q tém vetores posi¢cdo r(f) e r(r + h), entdo PQ representa o vetor
r(t + h) — r(¢), que pode ser visto como um vetor secante. Se 4 > 0, o mdltiplo por es-
calar (1/h)(r(t + h) — r(¢)) tem a mesma direcdo e sentido que r(tr + h) — r(z). Quando



entao,
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[ ey di = ( [ro dt) i+ (jjg(t) dt) j +( [0 dt) K

Isso mostra que podemos calcular a integral da funcdo vetorial integrando cada compo-

nente dela.

Podemos estender o Teorema Fundamental do Calculo para as fungdes vetoriais con-

tinuas como segue:

" vt dr = ROI’=R®) — R@)

onde R € uma primitiva de r, ou seja, R'(r) = r(#). Usaremos a notagio J‘r(t) dt para as in-
tegrais indefinidas (primitivas).

EXEMPLO 5 Ser(r) =2costi+ sentj + 2t k, entdo

[rydr = (J‘z cos tdt) i +( [sen dt) i+ (j 2 dt)k

=2senti—cosrj+rk+C

onde C é um vetor constante de integragao, e

2

7! o
fo/zr(t)dt=[2senti—costj+t2k]”/2= 2i+j+ —k O

13.2| EXERCICIOS

0

4

I. Afigura mostra uma curva C dada pela func¢do vetorial r(7).
(a) Desenhe os vetores r(4,5) — r(4) er(4,2) — r(4).
(b) Esboce os vetores
r(4,5) — r4) r(4,2) — r4)
05 0.2
(c) Escreva a expressdo para r’(4) e para seu vetor tangente
unitdrio T(4).
(d) Desenhe o vetor T(4).

y
C\ R
r(4.5)
14
r42)
P
r(4)

0 ’ X

2. (a)Faca um esboco grande da curva descrita pela funcio veto-
rial r(r) = (£, 1),0 < t < 2, e desenhe os vetores r(1),r(1,1)
er(l,1) —r(1).

(b) Desenhe o vetor r'(1) comec¢ando em (1, 1) e o compare com
0 vetor

r(1,1) — r(1)
0.1

Explique por que esses vetores estdo tdo proximos um do outro
tanto em médulo quanto em direcéo e sentido.

3-8

(a) Esboce o grifico da curva plana com a equagdo vetorial dada.
(b) Determine r'(z).

(c) Esboce o vetor posi¢do r(f) e o vetor tangente r'(¢) para o valor

dado de 7.
3. ) =0—2,F+1), r=—1

4. ()= +1tVt), t=1

5. r(r)=senti+ 2costj, t=ml4
6. r)=ci+e'j, t=0
7. ) =ci+e'j, r=0

8 r(=({+cospi+ (2+sent)j, t=ml6

9-16 Determine a derivada da fung@o vetorial.
9. r() ={rsent,r,tcos 2

10. r(H) = (tgt,sect, 1/7)

I rn=i—j+e'k

12. r(r) = sen 'ti+ m_j +k

13. r(n=¢"i—j+In(1+39k
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14. r(t) = atcos3ti+ b sen3tj + ¢ cos’rk
I5. r() =a+1b + e

16. r(r)=ta X (b +1tc)

17-20 Determine o vetor tangente unitdrio T(f) no ponto com valor

de parametro ¢ dado.

17. r(H) = (67,4r,20), r=1
18. r(t) = Wrii+ Fj+1k, =1
19. r(r) =cosri+ 3rj+ 2sen2rk, t=0

20. r(r)=2senti+ 2costj+tgrk, t=ml4

21. Ser(r) = (t,,), encontre r'(7), T(1), r'"(r) e ¥'(r) X r'(¥).
22. Ser(t) = (¢”, e, te’), determine T(0), r"(0) e ¥'(?) - ¥'(7).

23-26 Determine as equacdes paramétricas para a reta tangente a

curva dada pelas equagdes paramétricas, no ponto especificado.
3. x=7, y=+¢, z=r; (1,1,1)

2. x=7r—1, y=£f+1, z=t+1; (—1,1,1)

25. x=e¢ 'cost, y=e 'sent, z=¢ " (1,0,1)

26. x=1Int, y=2Vt, z=¢; (0,2,1)

27-29 Encontre as equagdes paramétricas para a reta tangente a curva

dada pelas equagdes paramétricas, no ponto especificado. Ilustre

tracando o grafico da curva e da reta tangente em uma mesma tela.
27. x=1t, y=¢', z=21—1; (0,1,0)
28. x=2cost, y=2sent, z=4cos?2t (\/5,1,2)

29. x=tcost, y=t, z=tsent; (—m,m,0)

30. (a) Determine o ponto de intersec¢do das retas tangentes a curva
r(r) = (sen 7rt, 2 sen t, cos wty nos pontos t = 0 e r = 0,5.

(b) HNustre tragando o grafico da curva e ambas as tangentes.

31. Ascurvas r, () = (1,1 2 e r,(1) = (sen 7, sen 2t, 1) se inter-
ceptam na origem. Determine o angulo de intersecc¢@o destas

com precisdo de um grau.

32. Em que ponto as curvasr,(1) = {r,1 — 1,3 + e r(s)=(3-s,
s — 2,57) se interceptam? Encontre o Angulo entre elas no ponto

de intersec¢do, com precisdo de um grau.

33-38 Calcule a integral.
33. J‘;(léfi — 97§ + 25¢'Kk) dr

u [ (Lj a—_A, k) dt

1+7 147

77/2

35. (3 sen’tcos i+ 3sent cosztj + 2 sentcos tK) dt

0
2

36. | (Fi+tve—1j+ tsen k) dt

[

[,

37. [(di+2j+Inrk)ar
[

38. | (cosmrti+ senatj+ tK)de

39. Encontre r(7) ser'(f) = 2ri + 3tzj ++rke r(l) =i+j.
40. Encontrer(f)ser'() =ti+e'j+te'ker0) =i+ j+Kk.
41. Demonstre a Férmula 1 do Teorema 3.

42. Demonstre a Férmula 3 do Teorema 3.

43. Demonstre a Formula 5 do Teorema 3.

44. Demonstre a Férmula 6 do Teorema 3.

45. Seu(r) = (sent,cost,1)e v(t) = (t,cos t, sen 1), use a Férmu-

la 4 do Teorema 3 para encontrar
d
— [u@) - v(1)]
dt

46. Seu e v sao as fungdes vetoriais no Exercicio 45, use a Férmu-
la 5 do Teorema 3 para encontrar

d
— [u(®) X v(0)]
dt
47. Mostre que se r é uma fungdo vetorial tal que exista r”, entdo

4 [r(5) X r'(1)] = r() X ")
dt
48. Determine uma expressao para di [u(®) - (v(£) X w(1))].
1

49. Ser(t) # 0, mostre que 4 [r()l = 1 r(t) - r'(p).
dt (o)

[Sugestao: Ir()|* = r(t) - r(1)]

50. Se uma curva tem a propriedade de o vetor posi¢do r(f) estar
sempre perpendicular ao vetor tangente r’(¢), mostre que essa
curva estd em uma esfera com o centro na origem.

51. Seu(?) =r() - [r'(r) X r"()], mostre que

u'(t) =r() - [r'(t) X r" (1]
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-6 Determine o comprimento da curva dada.
I. r(r)=2sent, 5t,2cost), -10<t<10
2. r(t) = (f,sent— tcost,cost+tsenr),

3. rn=v2itejte'k, O=r=<I1

4. r(r)=costi+sentj+ Incosrk, osr<u/4
0=<r=1

5. r)=i+7rj+rk,

6. r(n=12ti+8j+3°k, 0<r=<I

7-9 Encontre o comprimento da curva com precisdo de quatro casas

decimais. (Use sua calculadora para aproximar a integral.)
7. r() =Wy, 1s<t<4
8. r()=<(Int,tint),

lsr=2

9. r(f) = (sent,cost,tgt), 0o<r<ml4

10. Trace a curva com equagdes paramétricas x = sen ¢,y = sen 2¢,
z = sen 3t. Encontre o comprimento total desta curva com pre-

cis@o de quatro casas decimais.

I1. Seja Cacurva de intersec¢do do cilindro parabélico x” = 2y e da
superficie 3z = xy. Encontre o comprimento exato de C da ori-

gem até o ponto (6, 18, 36).

12. Encontre, com precisdo de quatro casas decimais, o compri-
. ~ a1 2 2
mento da curva de intersec¢do do cilindro 4x” + y" = 4 e do

planox +y +z=2.

13-14 Reparametrize a curva com relagdo ao comprimento de arco
medido a partir do ponto onde # = 0 na dire¢do crescente de 7.

13. r()=2ti+ (1 —30j+ (5 +4k

14. r() = ¢ cos2ti +2j + ¢”sen 2tk

15. Suponha que vocé comece no ponto (0, 0, 3) e se mova 5 uni-
dades ao longo da curvax = 3 sen t,y = 4¢,z = 3 cos ¢ na dire-
¢do positiva. Onde vocé estd agora?

16. Reparametrize a curva

2 . 2t .
r(r) = —1)i+
(z2+1 ) 1)

em relacdo ao comprimento do arco medido a partir do ponto

(1, 0) na direcéo crescente de 7. Expresse a reparametrizacdo em

sua forma mais simples. O que voc€ pode concluir sobre a curva?

17-20

(a) Determine os vetores tangente e normal unitdrios T(7) e N(7).
(b) Utilize a Férmula 9 para encontrar a curvatura.

17. r(f) = (2sent,5¢,2cost)

18. r(r) = (F,sent—tcost,cost+tsens) >0

19. (1) = (57,7, 2)

9 26.

20. r(H) = (', 2t,In 1)

21-23 Utilize o Teorema 10 para encontrar a curvatura.
21. r() =rFi+rk
2. r=ri+rj+(+1Hk

23. r(f) =3tit+4sentj+4costk

24. Determine a curvatura de r(f) = (¢’ cos t, €' sen t, ) no ponto
(1,0,0).

25. Encontre a curvatura de r() = (¢, 7, ) no ponto (1, 1, 1).

Trace o grafico da curva com equacdes paramétricas
3/2 2
x=t y=4t z=—1

e calcule a curvatura no ponto (1,4, —1).

27-29 Use a Férmula 11 para encontrar a curvatura.

512

27. y=2x—x2 28. y =cosx 29. y=4x

30-31 Em que ponto a curva tem curvatura maxima? O que acontece
com a curvatura quando x — o°?

30. y=1Inx 3l.y=¢"

32. Determine a equacio de uma pardbola que tenha curvatura 4

na origem.

33. (a) A curvatura da curva C mostrada na figura é maior em P ou
em Q7? Explique.
(b) Estime a curvatura em P e Q desenhando o circulo osculador

nesses pontos.

y P

34-35 Utilize uma calculadora grafica ou um computador para tragcar

na mesma tela a curva e sua funcéo curvatura x(x). Esse € o gréfico
que vocé esperava?

2

34, y=x'—2x 35. y=x

36-37 Dois graficos, a e b, sdo mostrados. Um é a curvay = f(x)
e o outro € o grafico da sua funcdo curvatura y = k(x). Identifique

cada uma e justifique suas escolhas.

36. y 37.
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38.

SCA| 39.

40.

(a) Faca o grafico da curva r(r) = (sen 3¢, sen 21, sen 3t). Em
quantos pontos da curva tem-se a impressdo de que a cur-
vatura possui um médximo local ou absoluto?

(b) Use um SCA para determinar e fazer o grafico da funcéo cur-
vatura. Esse grafico confirma sua conclusdo na parte (a)?

O gréfico de r(r) = <t - %sen t, 1 — %cos t, t> ¢ ilustrado na
Figura 12(b), na Se¢do 13.1. Onde vocé acha que a curvatura é
maior? Use um SCA para determinar e fazer o grédfico da funcio
curvatura. Para quais valores de 7 a curvatura é maior?

Use o Teorema 10 para mostrar que a curvatura da curva plana
parametrizada x = f(r),y = ¢(1), é

_ 1y — i
- [X2+ ).}2]3/2

onde os pontos indicam as derivadas em relagdo a 7.

41-42 Use a férmula do Exercicio 40 para calcular a curvatura.

41.

42.

13 13
X =¢ cost, y=c¢€sent

x=1+7, y=t+7r

43-44 Encontre os vetores T, N e B no ponto indicado.

43.

44.

r(n) = (1,5, 1), (1,3,1)

r(t) = {cos t,sen t, In cos ), (1,0, 0)

45-46 Determine as equagdes dos planos normal e osculador da

curva no ponto indicado.

45.

46.

x=2sen3t, y=t, z=2cos3t O, m, =2)

x=1, y=r, z=r; (1,1,1)

A 47.

7 48.

49.

SCA| 50.

51.

52.

Determine as equacdes para o circulo osculador da elipse
ox* + 4y2 = 36 nos pontos (2, 0) e (0, 3). Utilize uma cal-
culadora gréfica ou computador para tracar a elipse e ambos
os circulos osculadores na mesma tela.

Encontre as equagdes para o circulo osculador da pardbola
y = ';xz nos pontos (0, 0) e (1 R 1;) Trace os dois circulos os-
culadores e a pardbola na mesma tela.

Em que ponto da curva x = £,y = 3t,z = f o plano normal é
paralelo ao plano 6x + 6y — 8z = 1?

Existe um ponto da curva do Exercicio 49 onde o plano os-
culador € paralelo ao plano x + y + z = 1? (Observagdo: Vocé
precisard de um SCA para derivar, simplificar e calcular um pro-
duto vetorial.)

Mostre que a curvatura  estd relacionada com os vetores tan-
gente e normal pela equagdo

qar _ N

ds
Mostre que a curvatura de uma curva plana é k = |d¢/ds!|, onde
¢ é oangulo entre T e i, isto €, ¢ € o angulo de inclina¢do da reta

tangente. (Isso mostra que a defini¢do de curvatura € consistente

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

com a definicdo dada para curvas planas no Exercicio 69 da
Secdo 10.2.)

(a) Mostre que dB/ds é perpendicular a B.

(b) Mostre que dB/ds ¢ perpendicular a T.

(c) Deduza das partes (a) e (b) que dB/ds = —7(s)N para algum
nimero 7(s) chamado torcao da curva. (A tor¢do mede quanto
a curva € retorcida.)

(d) Mostre que para uma curva plana a tor¢ao € 7(s) = 0.

As férmulas seguintes, chamadas formulas de Frenet-Serret,
s@o de fundamental importincia em geometria diferencial:

. dT/ds = kN
2.dN/ds = —kT + 7B
3.dB/ds = —7N

(A Foérmula 1 vem do Exercicio 51, e a Formula 3, do Exercicio
53.) Use o fato de que N = B X T para deduzir a Férmula 2 a
partir das Férmulas 1 e 3.

Utilize as férmulas de Frenet-Serret para demonstrar cada um
dos seguintes itens. (Aqui as linhas indicam derivadas com re-
lacdo a ¢ . Comece como na demonstra¢io do Teorema 10.)
(@r" =5"T+ k(s')’N b r' X1’ =«k(s')B
©)r" =1[s" — K(s')VIT + [Bks’s" + k'(s')’IN + k7(s’)’B
7= ' Xr")-r”

I’ X '
Mostre que a hélice circular r(r) = (a cos t, a sen t, br), onde a
e b sdo as constantes positivas, tem curvatura e tor¢do constan-
tes. [Use o resultado do Exercicio 55(d).]

Utilize a férmula do Exercicio 55(d) para calcular a torcio da
curvar(t) = <t,1; tz,lg t3>.

Determine a curvatura e a tor¢ao da curva x = senh #,y = cosh t,
z = tno ponto (0, 1,0).

A molécula de DNA tem a forma de duas hélices circulares (veja
a Figura 3 na Secdo 13.1). O raio de cada uma das hélices ¢ de
cerca de 10 angstroms (1 A = 10 *cm). Cada hélice, em uma
volta completa, sobe 34 A, e existem cerca de 2,9 X 10® voltas
completas em uma molécula. Estime o comprimento de cada

hélice circular.

Consideremos o problema de projetar uma linha férrea de modo

a fazer transicdes lisas entre as se¢des de trilhos retos. Um

trilho existente ao longo da parte negativa do eixo x precisa ser

ligado a um trilho que corre ao longo daretay = 1 parax = 1.

(a) Determine um polindmio P = P(x) de grau 5 tal que a fun¢do
F definida por

0 sex=<0
F(x) ={ P(x) sed<x<1
1 sex =1

seja continua e tenha derivada e curvatura continuas.
(b) Utilize uma calculadora grédfica ou um computador para
tragar o gréfico de F.
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Masu - u = |ul’>= 1e, como |u(r)| = 1, segue do Exemplo 4 da Secdo 13.2 que
u - u’ = 0. Portanto,

axXh=GMu’
e, entdo, (vXh)/=v " Xh=aXh=GMu'

Integrando ambos os lados da equacdo, obtemos

(1] vXxh=GMu+c
FIGURA 8
onde ¢ é um vetor constante.

Neste ponto € conveniente escolher os eixos coordenados de forma que o vetor da base
canonica k aponte na direcao do vetor h. O planeta se move assim no plano xy. Como v X
h e u sdo perpendiculares a h, a Equacdo 11 mostra que ¢ pertence ao plano xy. Isso sig-
nifica que podemos escolher os eixos x e y de forma que o vetor i esteja na direcdo de c,
como mostrado na Figura 8.

Se 0 € o angulo entre ¢ e r, entdo (r, #) sdo as coordenadas polares do planeta. Da
Equacao 11, temos

r-(vXh=r-(GMu+¢)=GMr-u+r-c
= GMru-u + Ir||c|cos @ = GMr + rc cos 0
onde ¢ = |¢|. Entdo,
r-(vxh) 1 r-(vxh)
r = =
GM + ccos 0 GM 1+ ecosf
onde e = ¢/(GM). Mas
r-(WXhy=@Xv)-h=h-h=|h’=#
onde 2 = |h|. Desse modo,
R I(GM) eh’lc
r = =
1+ ecosb 1+ ecosb
Escrevendo d = h’/c, obtemos a equagao
ed
r———
1 + ecos b
Comparando com o Teorema 10.6.6, vemos que a Equacdo 12 € aquela da forma polar da
secdo conica com foco na origem e excentricidade e. Sabemos que a 6rbita de um planeta
¢ uma curva fechada e, portanto, precisa ser uma elipse.

Isso completa a dedug@o da Primeira Lei de Kepler. Guiaremos vocé na dedugdo da Se-
gunda e da Terceira Lei no Projeto Aplicado na pagina 807. As demonstracdes dessas trés
leis mostram que o método deste capitulo fornece uma ferramenta poderosa na descri¢do
de leis da natureza.

134 EXERCICIOS
I. A tabela fornece coordenadas de uma particula movendo-se no t X y Z
espaco ao longo de uma curva lisa. 0 2,7 9.8 3,7
(a) Determine a velocidade média nos intervalos de tempo 0,5 35 72 33
[0; 11,10,5; 11, [1; 2] e [15 1.5]. 10 | 45 | 60 | 30
(b) Estime a velocidade e a velocidade escalar da particula no ins- 1,5 59 64 2.8
tante r = 1. 20 7,3 7.8 2,7
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2. A figura mostra a trajetdria de uma particula que se move com

vetor posicdo r(f) no instante z.

(a) Desenhe um vetor que represente a velocidade média da par-
ticula no intervalo de tempo 2 < r < 2 4.

(b) Desenhe um vetor que represente a velocidade média da par-
ticula no intervalo de tempo 1,5 < r < 2.

(c) Escreva uma expressdo para o vetor velocidade v(2).

(d) Desenhe uma aproximagdo do vetor v(2) e estime a veloci-
dade escalar da particula em t = 2.

y
\
r24)
2+ r(2)
It r(l1,5)
0 -1 I2 X

3-8 Determine a velocidade, a aceleragao e a velocidade escalar da
particula cuja fun¢do posic@o é dada. Esboce a trajetdria da parti-
cula e desenhe os vetores velocidade e aceleragio para os valores
de r especificados.

3. r=F—1,0, t=1

4. r=Wr,1-0, =1

5. r(®=3costi+2sentj, t=m/3
6. r=¢i+e'j, t=0

7. r(=ti+rj+2k, =1

8 r(t)=ti+2costj+sentk, =0

9-14 Determine os vetores velocidade e aceleragdo e a velocidade es-

calar da particula cuja fungdo posicdo é dada.
9. r() =771 10. r(r) = (2cost,3t,2sent)
I r()=V2¢ti+ej+e'k 12 r()=rFi+Intj+rk
13. r(f) = e'(cos ti+sentj+ tk)

14. r(r) =tsenti+rcostj + 7k

15-16 Determine os vetores velocidade e posicdo de uma particula,
dadas a sua aceleracio, velocidade e posi¢do iniciais.

I5. a)=i+2j, v0)=k, r0) =i

16. a() =2i+6tj+ 127k, v(0) =i, r0)=j—k

17-18
(a) Determine o vetor posicdo de uma particula, dada a sua acele-
racdo, e suas velocidade e posicao iniciais.

Utilize o computador para tragar a trajetdria percorrida pela
particula.

17. a(r) = 2ti+ sentj + cos 2tKk, v(0) =i, r(0) =j

18. a) =ti+ej+e 'k, v(0) =k, r10)=j+k

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

7 31.

. A func¢@o posi¢do de uma particula é dada por

r(1) = (£, 5t,7 — 161). Quando sua velocidade escalar é minima?

Qual a forga necessdria para que uma particula de massa m tenha
a fungio posicior(r) =i+ 7 j+ £ k?

Uma for¢ca com mddulo 20 N age diretamente no sentido ascen-
dente a partir do plano xy em um objeto com massa 4 kg. O objeto
comega na origem com velocidade inicial v(0) = i — j. Determine
sua fungdo posicdo e sua velocidade escalar no instante ?.

Mostre que, se uma particula se move com velocidade escalar
constante, entdo os vetores velocidade e aceleracdo sdo ortogonais.

Um projétil € disparado com uma velocidade escalar inicial de
500 m/s e angulo de elevacdo de 30°. Determine (a) o alcance do
projétil, (b) a altura mdxima atingida e (c) a velocidade escalar
no impacto.

Repita o Exercicio 23, considerando agora o projétil disparado
de uma posicdo 200 m acima do solo.

Uma bola € atirada em um angulo de elevacdo de 45° em rela-
¢do ao solo. Se a bola cai no solo a uma distancia de 90 m, qual
a velocidade escalar inicial da bola?

Uma arma ¢é disparada com angulo de elevagdo de 30°. Qual a
velocidade de disparo se o mdximo de altura que a bala atinge
sdo 500 m?

A velocidade de disparo de uma arma ¢ 150 m/s. Determine dois
angulos de elevac¢do que podem ser utilizados para atingir um
alvo que estd a 800 m de distancia.

No beisebol, um batedor rebate uma bola, que estd 3 pés acima
do chédo, em diregdo a parte central da cerca do campo, que tem
10 pés de altura e dista 400 pés da base do lancamento. A bola
deixa o bastdo com uma velocidade escalar de 115 pés e com
angulo de 50° acima da horizontal. Foi home run? (Em outras
palavras, a bola passou por cima da cerca?)

Uma cidade medieval tem a forma de um quadrado e € protegida
por muralhas com comprimento de 500 m e altura de 15 m. Vocé
¢ o comandante de um exército atacante e 0 mais proximo que
pode chegar da muralha ¢ 100 m. Seu plano € incendiar a ci-
dade arremessando com catapultas rochas aquecidas sobre a
muralha (com velocidade escalar inicial de 80 m/s). Em que
intervalo de angulos vocé deve dizer a seus homens para armar
a catapulta? (Suponha que a trajetdria das rochas seja perpen-
dicular a muralha.)

Uma bola com massa 0,8 kg € arremessada ao ar em direc@o ao sul
com velocidade escalar de 30 m/s e angulo de 30° com o solo. Um
vento do oeste aplica uma forca constante de 4 N a bola na dire-
¢do leste. Onde a bola cai e com que velocidade escalar?

A dgua, descendo por um trecho reto de um rio, em geral escoa
mais rapidamente no meio e a velocidade escalar diminui para
quase zero nas margens. Considere um trecho longo de rio es-
coando para o norte com as margens paralelas distando 40 m

uma da outra. Se a velocidade escalar mdxima da dgua € de



32.

3 m/s, podemos usar uma fun¢do quadrdtica como modelo bd-
sico para encontrar a taxa com que escoa a dgua x unidades de
distancia da margem oeste: f (x) = 4’% x(40 — x).

(a) Um barco se move com uma velocidade escalar constante de
5 m/s a partir de um ponto de A na margem oeste enquanto
se mantém direcionado perpendicularmente a margem. A que
distancia rio abaixo, na margem oposta, o barco vai atingir a
terra firme? Faca um gréfico da trajetéria do barco.

(b) Suponha que quiséssemos pilotar o barco a fim de atracar
em um ponto B, diretamente oposto ao A, na margem leste.
Se mantivermos a velocidade escalar constante de 5 m/s e
uma diregdo constante, determine o dngulo no qual o barco
deve ser conduzido. Depois, faca o gréfico do caminho real
que o barco segue. Essa trajetdria parece realista?

Outro modelo razodvel para a velocidade escalar da dgua do rio
no Exercicio 31 € a funcdo senoidal: f (x) = 3 sen(mx/40). Se o
piloto do barco quiser atravessar o rio de A até B com dire¢do
constante e velocidade escalar constante de 5 m/s, determine o

angulo no qual o barco deve seguir.

33-38 Determine as componentes tangencial e normal do vetor
aceleragdo.

33. r() = Br— )i+ 3Fj

3. r) =1 + )i+ (7= 20 j

35. r(r) = costi+sentj+ tk

36. r() =ti+rj+3tk

37. =i +V2tj+ e 'k

38.r(r) = ti + coszzj + sen’r k

39.

O médulo do vetor aceleragio a é 10 cm/s”. Use a figura para es-
timar as componentes tangencial e normal de a.

PROJETO LEIS DE KEPLER

40.

41.

42.
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Se uma particula com massa m se move com vetor posi¢ao r(?),
entdo seu momento angular ¢ definido como L(7) = mr () X v(r)
e seu torque ¢ definido como 7(f) = mr(r) X a(f). Mostre que
L'(#) = 7(r). Deduza que, se 7(t) = 0 para todo #, entdo L() é cons-

tante. (Esta € a lei de conservacdo do momento angular.)

94 k
r+1

e as coordenadas de uma estac@o espacial sdo (6, 4, 9). O capi-

A fung¢do posicdo de uma nave espacial é

r(t)=(3+t)i+(2+lnz)j+(7—

tdo quer que a nave ataque na estacdo espacial. Quando os mo-

tores da nave devem ser desligados?

Um foguete que queima o combustivel carregado dentro de si
enquanto se move no espago tem, no instante ¢, velocidade v(7)
e massa m(t). Se os gases provenientes da combustdo escapam
a uma velocidade de v, relativamente ao foguete, deduz-se da
Segunda Lei de Newton do movimento que

dv _dm
m— = —Ve
dt dt
(a) Mostre que v(f) = v(0) — In m(0) V.
m(t)

(b) Para que, em linha reta, o foguete acelere do repouso para o
dobro da velocidade escalar de escape de seus gases de com-
bustdo, que fracdo de sua massa inicial o foguete deverd
queimar como combustivel?

APLICADO

Johannes Kepler enunciou trés leis sobre 0 movimento planetario, baseando-se em uma

grande quantidade de dados relativos a posicao dos planetas em diferentes instantes de tempo.

LEIS DE KEPLER
dos focos.

de tempo iguais.

I. Um planeta gira em torno do Sol em uma 6rbita eliptica com o Sol em um
2. O segmento de reta que liga o Sol a um planeta varre dreas iguais em intervalos

3. O quadrado do periodo de revolugdo de um planeta € proporcional ao cubo do
comprimento do eixo maior de sua orbita.
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No Exemplo 2 consideramos a fungdo W = f(T, v), onde W era

o indice de sensacdo térmica ocasionado pelo vento, 7, a tem-

peratura real e v, a velocidade do vento. A representacdo numé-

rica foi fornecida pela Tabela 1.

(a) Qual o valor de f(—15,40)? Qual seu significado?

(b) Descreva em palavras o significado da questdo “Para quais
valores de v € verdade que f(—20,v) = —30?”. Em seguida,
responda a questao.

(c) Descreva o significado da questdo “Para quais valores de T
vale f(T,20) = —49?”. Em seguida, responda a questdo.
(d) Qual o significado da fun¢do W = f (=5, v)? Descreva o

comportamento dessa fung¢do.

(e) Qual o significado da funcdo W = f (T, 50)? Descreva o com-

portamento dessa funcéo.

O indice I de temperatura-umidade (ou simplesmente humidex)
¢ a temperatura aparente do ar quando a temperatura real é
T e a umidade relativa € h, de modo que podemos escrever
I = f(T, h). A tabela seguinte com valores de [ foi extraida de
uma tabela do Environment Canada.

TABELA 3 Temperatura aparente como fun¢ao
da temperatura e da umidade

Umidade relativa (%)

T h 20 30 40 50 60 70
)
< 20 20 20 20 21 22 23
B 25 | 25 | 25| 2 | 28 | 30 | 3
<
2 30 30 31 34 36 38 41
St
Q
gl 35 36 39 42 45 48 51
()
F

40 43 47 51 55 59 63

(a) Qual € o valor de f (35, 60)? Qual € o seu significado?

(b) Para que valor de 4 temos f (30, h) = 367

(c) Para que valor de T temos f (T, 40) = 42?

(d) Qual o significado de I = (20, h) e I = f (40, h)? Compare
o comportamento dessas duas funcdes de .

Verifique que, para a funcéo de producio de Cobb-Douglas
P(L,K) = 101L"7K">

discutida no Exemplo 3, a produgéo dobrara se as quantidades

de trabalho e a de capital investido forem dobradas. Determine

se isto também € verdade para uma funcio de producio genérica

P(L,K) = bL°K'™*
O indice de sensacdo térmica W discutido no Exemplo 2 foi mo-
delado pela seguinte fungdo:
W(T,v) = 13,12 + 0,6215T — 11,370 + 0,3965T0""°

Verifique quao préximo este modelo estd dos valores da Tabela 1
para alguns valores de T'e v.

Velocidade do vento (km/h)

A altura das ondas 7 em mar aberto depende da velocidade do

vento v e do intervalo de tempo ¢ no qual estd ventando com a

mesma velocidade. Os valores da fun¢do 4 = f (v, 7), dados em

pés, sdo apresentados na tabela a seguir.

(a) Qual € o valor de £ (80, 15)? Qual é o seu significado?

(b) Qual o significado da fung¢do & = f (60, #)? Descreva seu
comportamento.

() Qual o significado da fungdo & = f (v, 30)? Descreva seu

comportamento.
Duragao (horas)

v 4 5 10 15 20 30 40 50
20 0.6 0,6 0.6 0.6 0,6 0.6 0,6
30 12 1.3 1,5 1.5 1.5 1.6 1,6
40 1.5 22 24 25 2,7 28 28

60 28 4,0 49 52 55 5.8 59

80 43 64 7,7 8,6 9.5 10,1 10,2

100 58 89 110 | 122 | 138 1477 | 153

120 74 113 144 | 16,6 | 190 | 205 | 21,1

Sejaf(x,y) =In(x +y — 1).

(a) Calcule f(1, 1).

(b) Calcule f (e, 1).

(c) Determine e esboce o dominio de f.
(d) Determine a imagem de f.

Sejaf(x,y) = xe™.

(a) Calcule f(2,0).

(b) Determine o dominio de f.
(c) Determine a imagem de f.

Determine e esboce 0 dominio da fung¢do £ (x,y) = V1 + x — y*.
Qual é a imagem de f?

Sejaf(x,y,2)=e ",

(a) Calcule f (2, —1,6).
(b) Determine o dominio de f.

(c) Determine a imagem f.

. Sejag(x,y,z) =In25 — X' — y' = 7).

(a) Calcule g(2, —2,4).
(b) Determine o dominio de g.

(c) Determine a imagem de g.

11-20 Determine e faca o esboco do dominio da fung@o.

. f(x,y)=vx+y
12. f(x,y) =Vxy

13. f(x,y) =IO — x* — 9

14. f(x,y) =Vy —xIn(y + x)
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15. f(x,y) =Vl —x¥*—+V1 —)*
16. f(x,y) =Vy +v25 — 2 —?

17. f(x.y) = ”ly_’f
- X

18. f(x,y) = arcsen(x2 + y2 —-2)

19. f,y,0)= VI —X— y— 2

20. f(x,y,2) = In(16 — 4x" — 4y’

—'Zﬁ

21-29 Esboce o grifico da fungdo.
21. f(x,y)=3

23. f(x,y) =10 — 4x — 5y

25. f(x,y) =y +1

27. f(x,y) =4 +y + 1

29. f(x,y) =Va'+ )

22. f(x,y) =y
24. f(x,y) = cosx
26. f(x,y))=3—xX—y

28. f(x,y) =V16 — x* — 16y*

30. Faca uma correspondéncia entre a fun¢do e seu grafico (indi-

cado por I-VI). Dé razdes para sua escolha.

@ fx,y) = Ixl + |yl

© fly)=—1
1+x+y

@ fl,y)=@x-y'

/4
N

%
&
/1]
N

(b) fx,y) = lxyl
@ fy)=@-y)

) fx,y) =sen(lx| + Iyl)

31. E mostrado um mapa de contorno da funcio f. Use-o para esti-

mar o valor de f(—3,3) e f(3, —2). O que vocé pode dizer sobre

a forma do grafico?

ey

i
—
|
—

P

/=] = |\

1/ 30”] F

107

e
—

32. Dois mapas de contorno sdo mostrados na figura. Um é de uma
fung¢do f cujo grafico € um cone. O outro é de uma fun¢do g cujo

grafico € um paraboloide. Qual é qual? Por qué?

Y

33. Localize os pontos A e B no mapa da Montanha Solitdria (Figura

12). Como vocé descreveria o terreno perto de A? E perto de B?

34. Faca um esboco do diagrama de contorno da fun¢do cujo grafico
€ mostrado.

NG
m‘wwwm
el ‘\\\\\

]

7] "‘“‘“\\\\\\\\\
i "l‘““ (R

L1 \‘\
94
S INOSN

i

Uy WS
L2 OO X
22 7 XX

y

35-38 Um mapa de contorno de uma fungdo € mostrado. Use-o para
fazer um esbogo do grafico da f.
35. y 36.




37.

39-46 Faca o mapa de contorno da fungdo mostrando vdrias curvas
de nivel.

39. f(x,y) =(y— 2%’
41. f(x,y)=y—1Inx
43. f(x,y) = ye'

45 f(r,y) =V =¥

47-48 Faca o esbo¢o do mapa de contorno e do gréfico da funcdo e

40. f(x,y) :x3—y
2. f(x,y)=¢"
44. f(x,y) =ysecx

46. f(x,y) =y’ + )

compare-os.
47. f(x,y) =X+ 9y
48. f(x,y) =36 — 9% — 4y’

49. Uma placa fina de metal, localizada no plano xy, tem tempera-

tura 7(x, y) no ponto (x, y). As curvas de nivel de T sdo chama-
das isotérmicas porque todos os pontos em uma isotérmica tém
a mesma temperatura. Faga o esboco de algumas isotérmicas se
a funcdo temperatura for dada por

T(x,y) = 100/(1 + x* + 2y°)

50. Se V(x,y) é o potencial elétrico de um ponto (x, y) do plano xy,
as curvas de nivel de V sdo chamadas curvas equipotenciais,
porque nelas todos os pontos tém o mesmo potencial elétrico.
Esboce algumas curvas equipotenciais de

V(x,y) = c¢/Vr* — x> — y*, onde ¢ é uma constante positiva.

51-54 Use um computador para tragar o grafico da funcdo utilizando
vdrios pontos de vista. Imprima a que, em sua opinido, oferece a me-
lhor visdo. Se seu programa também produz curvas de nivel, trace o
mapa de contorno da mesma fungdo e compare.

2y?

51. f(x,y) = e+
52. f(x,y) = (1 -3¢+
53. f(x,y) = xyz— x

54. f(x,y) = xy' =y’

55-60 Faga uma correspondéncia entre a fungdo (a) e seu grafico (in-

(sela do macaco)

(sela do cachorro)

dicado por A-F na pagina 828), (b) e seus mapas de contorno

(indicado por I-VI). Justifique sua escolha.
55. z = sen (xy) 56. z=¢"cosy

57. z=sen(x — y) 58. z=senx —seny

Y|
1<

A 13,

A
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Xy

59. z=(1 — )1 —y) —
1+x +y

60. z =

61-64 Descreva as superficies de nivel da funcao.
6l. f(x,y,2)=x+3y+ 5z

62. f(x,y,2) = X+ 3y2 + 57

63. f(x,y,0)=x—y+7

64. f(x,y,2) = X - y2

65-66 Descreva como o gréfico de g € obtido a partir do grifico de f.

65. (a)g(x,y) =f(x,y) +2 (b) g(x,y) = 2 f (x,y)
(©) g(x,y) = —f(x,y) (d) g, y) =2 = f(x,y)

66. (2)g(x,y) =f(x—2.y) (b) gx,y) =[x,y +2)
©glx,y) =fx+3,y—4)

67-68 Utilize um computador para tragar o grafico da funcdo, utili-

zando vdrios pontos de vista e tamanhos de janela. Imprima aquela
que apresente melhor os “picos e vales”. Vocé acha que essa fun¢do
tem um valor mdximo? Vocé poderia identificar os pontos do grafico
correspondentes aos “maximos locais”? E aos “minimos locais”?

67. f(x,y) =3x — xt—4y" — 10xy

68. f(x,y) =xye "

69-70 Utilize um computador para tracar o grafico da fun¢@o, usando
vdrios pontos de vista e tamanhos de janela. Comente o comporta-
mento da fun¢@o no limite. O que acontece quando x e y se tornam
muito grandes? O que acontece quando (x, y) se aproxima da origem?

+
69. f(x.y) = S—2
X +y

_ 70. f(x,y) = 52

x—l—y2

. Utilize um computador para estudar o comportamento da fami-
2+ ).2

lia de fungdes f (x,y) = e . Como a forma da fungdo ¢é afe-

tada por uma mudanga do valor de ¢?

72. Use um computador para investigar a familia de superficies

—x2—y2
7= (ax’ + by)e
Como a forma do grafico depende dos nimeros a e b?

Use um computador para investigar a familia de superficies
2 2 . A .

z =x" +y + cxy. Em particular, vocé deve determinar os va-

lores de transigdo para os quais a superficie muda de um tipo de

superficie quadrica para outro.

74. Esboce o grifico das funcoes

fly) =V +y
fx,y) = Inva? + y?

fly) ="

fx.y) = sen(va* + y7)
1
X,y = ===
TeN =Ty
Em geral, se g é uma funcdo de uma varidvel, como obter o

grafico de
f @y =gV + y7)

a partir do grafico de g?
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/9 75. (a) Mostre que, tomando logaritmos, a fungdo geral de Cobb- In(L/K) e In(P/K) para os anos de 1899-1922. Use entdo um
-Douglas P = bL*K' ™ pode ser expressa como computador ou calculadora grafica para achar, pelo método
In P _ Inb+ aln L dos minimos quadrados, a reta de regressdo pelos pontos
(In(L/K), In(P/K)).
(b) Se tomarmos x = In(L/K) e y = In(P/K), a equagdo da parte (c) Deduza que a fungdo de produgdo de Cobb-Douglas é
(a) se tornard uma equagao linear y = aex + In b. Utilize a Ta- P=1011""K",

bela 2 (do Exemplo 3) para fazer uma tabela de valores de

Graficos e Mapas de Contorno para os Exercicios 55-60
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E Se f ¢ definida em um subconjunto D de R", entdo lim___f(x) = L significa que
para todo niimero & > 0 existe um nimero correspondente § > 0 tal que

sexEDelO<|x—al<dentio |f(x) — L| <e

Observe que se n = 1,entdo X = x e a = a, e (5) € exatamente a defini¢do do limite
para as fun¢des de uma dnica varidvel. Para o caso n = 2, temos X = {(x, y), a = (a, b)

e |x —al =V(x — a)>+ (y —b)?, de modo que (5) se torna a Definicdo 1. Se n = 3, entdo
x =(x,y,2),a = {a, b, c), e (5) é a defini¢do de limite de uma fung¢io de trés varidveis.
Em cada caso, a defini¢do de continuidade pode ser escrita como

142 EXERCICIOS

lim £(x) = f @)

I. Suponha que lim PGl f(x,y) = 6.0 que podemos dizer do
valor de f(3, 1)? E se a fungéo f for continua?

2. Explique por que cada fun¢@o € continua ou descontinua.
(a) A temperatura externa como fungdo da latitude, da longitude
e do tempo.
(b) A altura acima do nivel do mar como funcdo da longitude, da
latitude e do tempo.
(c) O custo da tarifa do tdxi como funcdo da distancia percor-
rida e do tempo gasto.

3-4 Utilize uma tabela de valores numéricos de f (x, y) para (x, y)
perto da origem para conjecturar sobre o limite de f (x, y) quando
(x,¥) — (0, 0). Em seguida, explique por que sua conjectura es-
td correta.

2.3 3.2
3. f(x,y):mu

2
4. fly) =T
2 —Xxy

+ 2y2

5-22 Determine o limite, se existir, ou mostre que o limite ndo existe.

5. i >+ 4xy — 5xy° 6. i -2
(x, .v%g}i -2) (x ry i ) (x, y}g}éy 3) e cos(x y)
7. A-xy 8.

2
lim 1n(iL)

lim > 3 >
w2 2 4 3y e

19

A

21.

X+ 2y + 37
(x,y,2—(0,0,0) X2 + y2 +ZZ

. lim e 7 sen(mz/2) 20.
(x,y,2—>3,0,1)

2 2
YT X 9y
X +y+7

yZ

1m
(x,y,2—(0,0,0) (63,290,000 42 4 4y2 + 9Z2

23-24 Utilize um gréfico feito por computador para explicar por que

o limite ndo existe.

23

2

, 2x° + 3xy + 4y
. 11m
(x,y)—(0,0) 3x2 + 5)’2

3
24, lim —Y—

@W=0.0 32 4 6

25-26 Determine h(x,y) = g(f(x,y)) e o conjunto no qual /2 € continua.

25. g =7 +Vi, f(y)=2x+3y—6

26.g(t) =t +Int,

fl,y) = d—xy
1+ x%?

27-28 Trace o gréfico da funcdo e observe onde ela é descontinua.

Em seguida, utilize a férmula para explicar o que vocé observou.

27. f(x,y) ="

1

28. f(x,y) = ————
fx,) —e_y

4
9. lim T.L4
(6 0)=0,0) & 4 3)7

. Xy Ccos
1. lim 2XCSY
)=0.00 357 4 32

13. lim —Y
(x, )—>(0,0) ,/x2 + )72
15 Xy

. lim
(e =0.00 * 4 4y7

xz + 2
17. lim —X 1Y
@=0.00 /52 4 y2 +1-1

2 2
10, lim X tsen
@)=0,00 232 4 yz

3

12. lim -
(x,y)—(0.0) 2x4 + y4

4 4

. X —
14. lim ——%
(x, )—(0,0) x + y

2 2
16. lim XS0y
@0=0.0 42 4 942

4
. X

18. lim T.Lg

(6, 0)=0,00 = y

29-38 Determine o maior conjunto no qual a funcio é continua.

29. Flx,y) = 30. Flx,y) = —~—Y—

-y 1+x2+y

31. F(x,y) = arctg(x + V) 32. Fx,y) =+ Vx + 5

33. G(x,y) =In(xX"+y — 4) 34, Gx,y)=tg (x+ )

s
3@ =5
X —y +z

36.f(x,y,2) =Vvx+y+z

2.3

_xy
2% + y?
1 se (x,y) = (0,0)

37, flry) = se (x,y) # (0,0)
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em evidéncias numéricas. Utilize coordenadas polares para com-
provar o valor do limite. Em seguida, faca o gréfico da fung@o.

Xy
38. f(x,y) =¢ 2+ Xy + ) se (x,y) #(0,0) ¥ 43. Trace o gréfico e analise a continuidade da fun¢ao
0 se (x,y) = (0,0) ) = sen xy sexy #0
39-41 Utilize coordenadas polares para determinar o limite. [Se ' | w ~0
(r, 0) sdo as coordenadas polares do ponto (x, y),com r = 0, observe sexy =
que r — 0" quando (x,y) — (0,0).] 44. Seja
3 3 4
39, lim 1tV f(x’y):{o sey<0 ou y>x
©9=0.0) 42 | 42 1 se0<y<ux

40. lim (x> + y2) In(x* + yz) (a) Mostre que f (x, y) — 0 quando (x, y) — (0, 0) por qualquer ca-
,)(0,0)
minho da forma y = mx" passando por (0,0) com a < 4.

41. lim L (b) Apesar da parte (a), mostre que /¢ descontinua em (0, 0).
%, y)(0, 2 > o
R o y (c) Mostre que f ¢ descontinua em duas curvas inteiras.
/1 42. No inicio desta segdo consideramos a fungéio 45. Mostre que a fungio f dada por f (x) = |x| é continua em R".
fx,y) = sz_"'ﬁ [Sugestdo: Considere |x — al*= (x — a) - (x — a).]
’ 2 2
Xty

46. Se c € V , mostre que a fungdo f'dada por f(x) = ¢ - x € conti-

e conjecturamos que f(x, y) — 1 quando (x,y) — (0,0) com base "
nua em R".

14.3 DERIVADAS PARCIAIS

Em um dia quente, a umidade muito alta aumenta a sensagdo de calor, ao passo que, se 0
ar estd muito seco, temos a sensa¢cdo de temperatura mais baixa do que a indicada no ter-
mometro. O Servico Meteorolégico do Canad4 introduziu o humidex (ou indice de tem-
peratura-umidade) para descrever os efeitos combinados da temperatura e umidade. O
humidex / € a temperatura aparente do ar quando a temperatura real for 7'e a umidade re-
lativa for H. Deste modo, / ¢ uma fun¢do de 7'e H e podemos escrever I = f (T, H). A ta-
bela de valores de I a seguir € a parte de uma tabela compilada pelo Servigo Meteoroldgico.

’ TABELA | Umidade relativa (%)
Indice humidex 7 como funcdo
da temperatura e umidade T H| 40 45 50 55 60 65 70 75 80
26 28 28 29 31 31 32 33 34 35
28 31 32 33 34 35 36 37 38 39
Temperatura

real°C)y | 30 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 40 | 41 | 42 | 43

32 37 38 39 41 42 43 45 46 47

34 41 42 43 45 47 48 49 51 52

W
(9%}

36 43 45 47 48 50 51 54 56

Se nos concentrarmos na coluna assinalada da tabela que corresponde a umidade rela-
tiva de H = 60%, estaremos considerando o humidex como uma funcio de uma tinica va-
ridvel T para um valor fixado de H. Vamos escrever g(T) = f (T, 60). Entdo, g(T) descreve
como o humidex 7 aumenta & medida que a temperatura real 7 aumenta quando a umidade
relativa € 60%. A derivada de g quando T = 30 °C ¢ a taxa de variacdo de / com relacdo a
T quando T = 30 °C:

930 + ) — g30) _ . SBO+h,60) ~f(30,60)

h—0 h

9'(30) = lim p
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Observe que, pela Equacio 8, se o trabalho e o capital sdo ambos aumentados por um

fator m, temos

P(mL, mK) = b(mL)"(mK)’* = m*"’bL°K* = m*"PP(L, K)

Se o + B = 1,entdo P(mL,mK) = mP(L, K), o que significa que a producdo também & au-
mentada pelo fator m. Essa € a razdo pela qual Cobb e Douglas supuseram que  + 3 = 1

e, portanto,

P(L,K) = bL'K'™“

Essa € a funcao de produgdo de Cobb-Douglas, discutida na Secdo 14.1.

143 EXERCICIOS

A temperatura 7 de uma localidade do Hemisfério Norte de-
pende da longitude x, da latitude y e do tempo ¢, de modo que po-
demos escrever T = f(x,y, ). Vamos medir o tempo em horas a
partir do inicio de janeiro.

(a) Qual € o significado das derivadas parciais d7/dx, dT/dy e
aT/or?

(b) Honolulu tem longitude de 158° W e latitude de 21° N. Su-
ponha que as 9 horas em 1°de janeiro esteja ventando para
noroeste uma brisa quente, de forma que a oeste e a sul o ar
esteja quente e a norte e leste o ar esteja mais frio. Vocé es-
peraria quefx (158,21, 9),fy (158,21,9) eft (158,21,9) fos-
sem positivas ou negativas? Explique.

No comego desta se¢do discutimos a fungdo I = f (T, H), onde
I era o humidex; 7, a temperatura; e H, a umidade relativa. Uti-
lize a Tabela 1 para estimar f,. (34, 75) e f,, (34, 75). Quais sdo
as interpretacdes praticas desses valores?

O indice de sensacdo térmica W é a temperatura sentida quando
a temperatura real é T e a velocidade do vento, v. Portanto, po-
demos escrever W = f(T, v). A tabela de valores a seguir foi ex-
traida da Tabela 1 da Secdo 14.1.

Velocidade do vento (km/h)

g 7 v 20 30 40 50 60 70
= |10 | —18 | =20 | —21 | -22 23 | —23
§ —15 | =24 | =26 | =27 | =29 30 | —30
;%; -20 | =30 | =33 | =34 | —35 36 | —37
E’ —25 | =37 | =39 | —41 | —42 43 | —44

(a) Estime os valores de f,.(—15,30) e f, (—15, 30). Quais sdo as
interpretacdes praticas desses valores?

(b) Em geral, o que se pode dizer sobre o sinal de dW/aT e
IW/av?

(c) Qual parece ser o valor do seguinte limite?

lim W
v —0 E)v

4. Aaltura i das ondas em mar aberto depende da velocidade v do
vento e do tempo # durante o qual o vento se manteve naquela
velocidade. Os valores da fung¢do 4 = f (v, t) sdo apresentados
em pés na tabela.

Duracao (horas)

! 5 10 15 20 30 40 50

v
20 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6
30 12 1,3 1.5 1.5 1.5 1.6 1,6
40 1.5 22 24 2,5 2,7 28 28

60 28 40 49 52 55 5.8 59

Velocidade do vento (km/h)

80 43 6.4 7,7 8,6 9,5 | 10,1 10,2
100 58 89 | 110 | 122 138 | 14,7 153
120 74 113 | 144 | 16,6 190 | 20,5 | 21,1

(a) Qual o significado das derivadas parciais dh/dv e dh/0t?

(b) Estime os valores de f,(80, 15) e £,(80, 15). Quais sdo as in-
terpretacdes praticas desses valores?

(¢) Qual parece ser o valor do seguinte limite?

lim 2%
T ot
5-8 Determine os sinais das derivadas parciais da fun¢do f cujo

grafico estd mostrado.

5. @f(1,2) (b f(1,2)
6. @f(-1.2) b f(=1.2)
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7. @f (12 ®) f,(—1,2)
8. @7,1.2 ®) f,(—1.2)

9. As seguintes superficies, rotuladas a, b e ¢ sdo graficos de uma

fung@o f'e de suas derivadas parciais f_ e f. Identifique cada su-
perficie e dé razdes para sua escolha.

10. E dado o mapa de contorno de uma funcdo f. Use-o para estimar

£ 2, Def2,1).

A/AVIRNY

N ot
/
7 14
WA
|
L 1 3 18 X
YL 57N
1. Sef(x,y) =16 — 4x’ — y*, determine f(1,2) ¢ (1, 2) e inter-

10 /
ya 12
prete esses nimeros como inclinag¢des. Ilustre ou com um es-

boco a mio ou utilizando o computador.

12. Sef(x,y) = V4 —x* — 4y, determine f (1, 0) e f(1,0) e inter-
prete esses nimeros como inclinag¢des. Ilustre ou com um es-

bog¢o a mio ou utilizando o computador.

13-14 Determine f, efy e faga os gréficos de f. f, efy com dominios e
pontos de vista que lhe permitam ver a relagdo entre eles.

13. f(x,y)=x+y+xy 14. f(x,y) = xe © 7Y

15-38 Determine as derivadas parciais de primeira ordem da fung¢@o.
I5. f(x,y) =3x — 2y

16. f(x,y) =x + 3¢y + 3n'

17. z=xe¥ 18. f(x,y)=+vVxInt
19. z=(Qx+ 3" 20. z =tgxy
21, f(r,y) =22 22. f(x,y) =%
x+y
23. w = sen a cos B 24. w=e"l(u + V)
25. f(r,s) = rin(” + 5% 26. f(x,1) = arctg (x\/?)
27. u =t 28. f(x,y) = f; cos () dt
29. f(x,y,2) =xz — 5)62))324 30. f(x,y,2) =xsen(y —z)
3l. w=In(x+ 2y + 3z2) 32. w=ze™
33. u=xysen '(y2) 34, y=x"
2
35. f(x,y.2.1) = xyz’ tg(y0) 36. f(x,y.2.0) = —2
t+ 2z

3. u=vVx+ X+ -+ X

38. u=sen(x, +2x,+ -+ nx)

39-42 Determine as derivadas parciais indicadas.

39. f(x,y) = In(x + Va2 +y*);  f(3,4)

40. f(x,y) = arctg (x/y);  f(2,3)

4l fey.=—2—; f@2.1.-D
x+y+z ’

42. f(x,y,2) = Vsen’x + sen’y + sen’z; £.0,0, m/4)

43-44 Use a defini¢do de derivadas parciais como limites (4) para en-

contrar f,(x, y) e f(x, y).

44. f(x,y)= ——
x+y

45-48 Use a derivacdo implicita para determinar dz/dx e 9z/9y.

43. f(x,y) = xzy — x3y

45. X+ + 77 =3xyz 46. yz =In(x + z)

47. x — z = arctg(yz) 48. sen(xyz) =x + 2y + 3z

49-50 Determine dz/dx e dz/dy.
49. @z =/ *t4g0()

50. (a) z = f(x)g(y)
(©) z = fxly)

51-56 Determine todas as derivadas parciais de segunda ordem.

b)z=rfx+y)
(b) z = (xy)

51. f(x,y) = x3y5 + 2x4y 52. f(x,y) = sen’(mx + ny)

53. w =i’ + 0’ 54, v =
X =y
55. z = arctg xry 56. v=¢"
1 —xy




57-60 Verifique que a conclusdo do Teorema de Clairaut € valida,

istoé,u_=u_.
xy X

57. u = xsen(x + 2y) 58. u=x"y'— 2xy’
59. u = Invx*+y* 60. u = xye'
61-68 Determine as derivadas parciais indicadas.
61. fOe,y) =30 +xYs [, [,
62. fx,n=xe "y f. f.
63. f(x,y,2) =cos(4x + 3y +22); f . f.
64. f(r.s,0) =rInGst);  f.. f,
3
65. u=¢"sen:; azu
ar-o6
a2
66. z=uvv — w; 9z
du dv dw
3 3
67. w= % . Jw i azw
y+2z dzdy dx  Ix7dy
6
68. u =xY¢; %
dx 0y 9z
69. Use a tabela de valores de f (x, y) para estimar os valores de
13,:2)./(3,22)ef (3,2).
X ~Y 1.8 20 22
2,5 12,5 10,2 9,3
3,0 18,1 17,5 15,9
3,5 20,0 22,4 26,1
70. S3o mostradas as curvas de nivel de uma fungao f. Determine se
as seguintes derivadas parciais s@o positivas ou negativas no
ponto P.
@/, ®)f, ©f,
@7, ©f,
y / / /
10 g / /
6 4 5
P
X
71. Verifique que a fungdo u = e “sen kx é solucdo da equagdo
de condugdo do calor u, :azun.
72. Determine se cada uma das seguintes fung¢des é solugdo da equa-

¢do de Laplace u  + u, = 0.
@u=x"+y
(©u=x+ 3xy2

(b)u=xz—y2
@) u = In V¥ +y?

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

8l.

82.
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(e) u = sen x cosh y + cos x senh y
HHu=e"cosy — e cosx

Verifique que a fun¢do u = 1/Vx* + y* + 7% é uma solugdo da
equagdo de Laplace tridimensional u  +u +u = 0.

Mostre que cada uma das seguintes fun¢des ¢ uma solucdo da
equagdo da onda u, = azu”.

(a) u = sen(kx) sen(akt)

by u=t@’r —x°)

Qu=x-— m‘)6 + (x + at)6

(d) u = sen(x — at) + In(x + ar)

Se f'e g sdo funcdes duas vezes diferencidveis de uma tinica va-
ridvel, mostre que a fungdo

u(x, ) = f(x + at) + g(x — at)
¢é solu¢do da equagdo de onda dada no Exercicio 74.

Seu = e T T4 onde af + a§ + .+ ai = 1, mostre que
2 2 2
9 ’; L 9 ”; ...+ 9 "; =y
x| ax, ax,
Verifique que a fun¢éo z = In(e"+ ¢) é uma solugdo das equa-

¢oes diferenciais

92 4 9z
ox ady
e
2 a2 2 2
N T
0x ady ox dy

Mostre que a funciio producio de Cobb-Douglas P = bL*K” sa-

tisfaz a equacdo

L%+ kP — o+ pp
oK

JL
Mostre que a fun¢@o producdo de Cobb-Douglas satisfaz
P(L,K) = CI(KO)L“ resolvendo a equacdo diferencial

dP _ P

dL L
(Veja a Equagdo 5.)

A temperatura em um ponto (x, y) de uma chapa de metal € dada
por T(x,y) = 60/(1 + x> + y°), onde T é medido em °C e x, y em
metros. Determine a taxa de variacdo da temperatura no ponto
(1,2) (a) com relag@o a x e (b) com relacdo a y.

A resisténcia total R produzida por trés condutores com resis-
téncia R, R, e R, conectados em paralelo em um circuito elé-
trico é dada pela féormula

1,1
R R R, R,
Determine dR/0R,.

A lei dos gases para uma massa fixa m de um gés ideal a tempe-
ratura absoluta 7', pressdo P e volume Vé PV = mRT ,onde R é

a constante do gds. Mostre que
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83.

84.

85.

86.

87.

7 88.

89.

90.

9P vV oT _ _

_— 1

oV oT oP
Para o gés ideal do Exercicio 82, mostre que

Eﬂ/=mR

aT oT

Y
[

O indice sensacdo térmica ¢ modelado pela fungdo

W= 13,12 + 0,62157 — 11,370"'° + 0,3965Tv""°
onde 7T ¢é a temperatura (°C) e v, a velocidade do vento (km/h).
Quando 7' = —15 °C e v = 30 km/h, quanto vocé espera que a

temperatura aparente caia se a temperatura real decrescer em

1 °C? E se a velocidade do vento aumentar em 1 km/h?
A energia cinética de um corpo com massa m e velocidade v é
K= iz mv’. Mostre que
IK 9K _
am v’

K

Se a, b e ¢ sdo os lados de um tridngulo e A, B e C sdo os angu-
los opostos, determine 0A/da, dA/db e dA/dc pela derivagdo im-
plicita da Lei dos Cossenos.

Disseram-lhe que existe uma fun¢@o fcujas derivadas parciais sao
Sx,y) = x + dyef(x,y) = 3x — y e cujas derivadas parciais
de segunda ordem sdo continuas. Vocé deve acreditar nisso?

O paraboloide z = 6 — x — X = 2y2 intercepta o planox = 1 em
uma pardbola. Determine as equacdes paramétricas para a reta
tangente a essa pardbola no ponto (1,2, —4). Use um computa-
dor para fazer o grifico do paraboloide, da pardbola e da reta

tangente em uma mesma tela.

O elipsoide 4x” + 2y* + z* = 16 intercepta o plano y = 2 em
uma elipse. Determine as equagdes paramétricas da reta tangente

a elipse no ponto (1, 2, 2).

No estudo de penetragdo do congelamento descobriu-se que a [5(A
temperatura T no instante ¢ (medido em dias) a uma profundi-

dade x (medida em pés) pode ser modelada pela fun¢ao

14.4

9l.

92.

93.

94.

95.

T(x,n =T, + Tlef)"r sen(wt — Ax)

onde ® = 27/365 e A é uma constante positiva.

(a) Determine 97/dx. Qual seu significado fisico?

(b) Determine 977/0¢. Qual seu significado fisico?

(c) Mostre que T satisfaz a equagdo do calor 7, = kT _para uma
certa constante k.

(d)SeA =02, T,=0eT, = 10, use um computador para tra-
car o grafico de T(x, 7).

(e) Qual € o significado fisico do termo —Ax na expressido
sen(wt — Ax)?

Utilize o Teorema de Clairaut para mostrar que, se as derivadas

parciais de terceira ordem de f forem continuas, entdo
j;‘yy - f.vxy - jyyx

(a) Quantas derivadas de n-ésima ordem tem uma funcéo de
duas varidveis?

(b) Se essas derivadas parciais forem continuas, quantas delas
podem ser distintas?

(c) Responda a parte (a) da questdo para uma funcdo de trés
varidveis.

Sef(x,y) = x( + y) %" determine £ (1, 0). [Sugestdo:

Em vez de achar f (x, y) primeiro, observe que € mais facil uti-

lizar a Equag@o 1 ou a Equacéo 2.]

Se f(x,y) = Vx’ + y*, determine £,(0, 0).

Seja

3 3
Xy Xy

X+ y2
0 se (x,y) = (0,0)

Floy) = se (x,y) # (0,0)

(a) Use um computador para tragar o gréfico de f.

(b) Determine f,(x, y) € f) (x,y) quando (x,y) # (0,0).

(c) Determine f(0,0)e ﬁ (0, 0) usando as Equacdes 2 e 3.

(d) Mostre quefxy(0,0) = efyx(0,0) =1.

(e) O resultado da parte (d) contradiz o Teorema de Clairaut?
Use os gréficos de f, e f) . para ilustrar sua resposta.

PLANOS TANGENTES E APROXIMAGOES LINEARES

Uma das ideias mais importantes em cdlculo de fun¢des com uma tnica varidvel € que, a
medida que damos zoom em torno de um ponto no grafico de uma funcdo diferencidvel,
esse grafico vai se tornando indistinguivel de sua reta tangente, e podemos aproximar a
funcdo por uma funcio linear (veja a Se¢@o 3.10, no Volume I). Desenvolveremos ideias
semelhantes em trés dimensdes. A medida que damos zoom em torno de um ponto na su-
perficie que € o grafico de uma fung¢do diferencidvel de duas varidveis, essa superficie pa-
rece mais e mais com um plano (seu plano tangente) e podemos aproximar a fun¢do, nas
proximidades do ponto, por uma fun¢ao linear de duas varidveis. Estenderemos também
a ideia de diferencial para as fungdes de duas ou mais varidveis.
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Foi-nos dado que [Ax| < 0,2, |Ay| <0.2e |Az| <0,2. Para determinar o maior erro no
volume, usamos dx = 0,2,dy = 0,2 e dz = 0,2 em conjunto com x = 75,y = 60 e z = 40:

AV = dV = (60)(40)(0,2) + (75)(60)(0,2) = 1 980

Portanto, um erro de apenas 0,2 cm nas medidas de cada dimensdo pode nos levar a um
3 - .

erro da ordem de 1 980 cm™ no cdlculo do volume! Isso pode parecer um erro muito grande,

mas, na verdade, € um erro de apenas cerca de 1% do volume da caixa. O

|44 EXERCICIOS

I-6 Determine uma equacdo do plano tangente a superficie no
ponto especificado.

. z=4X—y +2y, (—1,2,4)

2. z=3x—1)’+20+3)"+7, 2,-2,12)
3. z=+xy, (11,1
4. z=ylnux, (1,4,0)
5. z=ycos(x —y), 2,2,2)
22
6. z=¢"", (1,—-1,1

7-8 Desenhe a superficie e o plano tangente no ponto dado. (Esco-
lha o dominio e o ponto de vista de modo a ver tanto a superficie
quanto o plano tangente.) Em seguida, dé zoom até que a superfi-

cie e o plano tangente perto do ponto se tornem indistinguiveis.
7. z=xX+xy+ 3y, (1,1,5)

8. z=arctg(xy), (1,1, /4)

9-10 Desenhe o gréfico de f'e de seu plano tangente no ponto dado.

(Utilize um sistema de computagdo algébrica tanto para calcular as

derivadas parciais quanto para tracar os graficos da fungdo e de seu
plano tangente.) Em seguida, dé zoom até que a superficie e o plano
tangente se tornem indistinguiveis.

9. f(x’y):xysen(zx—);)’
1+x +y

10. f(x,y) = eix"/lo(\/; + \/; + \/E),

I1-16 Explique por que a fungdo € diferencidvel no ponto dado.

(1,1,0)

(1,1,3¢ ™

A seguir, encontre a linearizacdo L(x, y) da fun¢@o naquele ponto.

I fy) =xy, (1.4

12. F(x,y) =xy', (1,1

13. f(r,y)=—2_, 2,1
x+y

14. f(x,y) =Vx + ", (3,0)

I5. f(x,y) =e “cosy, (,0)

-

. f(x,y) = sen(2x + 3y), (—3,2)

1 20.

17-18 Verifique a aproximago linear em (0, 0)

2xt3 18. vy + cos’x = 1 + 3y

17. —— =3 +2x— 12
4y + 1

19. Determine a aproximacao linear da fung¢ao
fx,y) =v20 — x* — 7y* em (2, 1) e use-a para aproximar
f(1,95,1,08).

Determine a aproximacao linear da func¢ao f (x,y) = In(x — 3y)
em (7,2) e use-a para aproximar f (6,9, 2,06). Ilustre, tragando
o grafico da fungdo e do plano tangente.

21. Determine a aproximagao linear da fun¢do
f(x,y,2) =Vx¥*+y*+7% em (3,2, 6) e use-a para aproximar o
nimero v(3,02)> + (1,97)* + (5,99).

22. A altura i de ondas em mar aberto depende da velocidade do
vento v e do tempo ¢ durante o qual o vento se manteve naquela
intensidade. Os valores da fun¢@o 7 = f (v, f) sdo apresentados
na seguinte tabela.

Duragdo (horas)

=
g 4 5 10 15 20 30 40 50
v
=5
g 40 1.5 22 24 25 2,7 28 2.8
3
>
i} 60 28 40 4.9 52 5.5 5.8 59
(5]
E 80 43 6.4 7,7 8,6 9,5 | 10,1 10,2
k3)
TO, 100 5.8 89 | 110 | 122 | 138 | 147 153
>
120 74 113 | 144 | 166 | 190 | 205 | 21,1

Use a tabela para determinar uma aproximacao linear da fungao
altura da onda quando v estd préximo de 80 km/h e ¢ estd pro-
ximo de 20 horas. Em seguida, estime a altura das ondas quando
estd ventando por 24 horas a 84 km/h.

23. Utilize a tabela do Exemplo 3 para encontrar a aproximagao li-
near da fung¢do humidex quando a temperatura estd proxima de
32 °C e a umidade relativa do ar é de aproximadamente 65%.
Estime também o humidex quando a temperatura é de 33 °C e a
umidade relativa, 63%.

24. O indice de sensac@o térmica W € a temperatura que se sente

quando a temperatura real for 7 e a velocidade do vento, v; por-
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tanto, podemos escrever W = f (T, v). A tabela de valores a se-
guir foi extraida da Tabela 1 da Secdo 14.1.

Velocidade do vento (km/h)

| 2| 20 30 40 50 60 70
&) T

: —10 | —18 | =20 | —21 | =22 | =23 | —23
<

(9]

5 -15 | =24 | =26 | =27 | =29 | =30 | —30
g

?g_fzo =30 | =33 | =34 | =35 | =36 | —37
B 25 | =37 | =39 | —41 | —42 | —43 | —44

Use essa tabela para determinar a aproximagao linear da fungao
de sensagdo térmica quando 7 estiver a —15 °C e v estiver pro-
ximo de 50 km/h. Estime, a seguir, a sensagdo térmica quando
a temperatura estiver a —17 °C e a velocidade do vento for
de 55 km/h.

25-30 Determine a diferencial da funcio.
25, z=x ln(yz) 26. v =ycosxy
2. m=p'q’ 28.7= Y
1 + uow
29. R = afB’cos A 30. w = xye"
3. Sez=5x+ y2 e (x,y) variade (1,2) a (1,05, 2,1), compare os

32.

33.

34.

35.

36.

37.

valores de Az e dz.

Sez =x"— xy + 3y’ (x, y) varia de (3, —1) a (2,96, —0,95),
compare os valores de Az e dz.

O comprimento e a largura de um retangulo foram medidos
como 30 cm e 24 cm, respectivamente, com um erro de medida
de, no maximo, 0,1 cm. Utilize as diferenciais para estimar o

erro maximo cometido no cdlculo da drea do retangulo.

As dimensdes de uma caixa retangular fechada foram medidas
como 80 cm, 60 cm e 50 cm, respectivamente, com erro ma-
ximo de 0,2 cm em cada dimens@o. Utilize os diferenciais para

estimar o erro maximo no cédlculo da drea da superficie da caixa.

Utilize diferenciais para estimar a quantidade de estanho em uma
lata cilindrica fechada com 8 cm de didmetro e 12 cm de altura

se a espessura da folha de estanho for de 0,04 cm.

Use diferenciais para estimar a quantidade de metal em uma lata
cilindrica fechada de 10 cm de altura e 4 cm de didmetro se o
metal das tampas de cima e de baixo possui 0,1 cm de espessura
e o das laterais tem espessura de 0,05 cm.

Uma faixa interna de 8 cm de largura é pintada na borda de um
retdngulo de dimensdes 30 m por 60 m. Utilize os diferenciais
para aproximar a drea, em metros quadrados, da faixa pintada.

38.

39.

40.

41.

42.

A pressdo, o volume e a temperatura de um mol de um gés ideal
estdo relacionados pela equacdo PV = 8,317, onde P é medida
em quilopascals, Vem litros e 7'em kelvins. Utilize diferenciais
para determinar a variacfio aproximada da pressdo se o volume
aumenta de 12 L para 12,3 L e a temperatura diminui de 310 K
para 305 K.

Se R ¢ aresisténcia equivalente de trés resistores conectadas em

paralelo, com resisténcias R], R2 e R,, entdo

SRS L B

R R R R

1 2 3

Se as resisténcias medem em ohms R, = 25 O, R, = 40Q) e
R, = 50 ), com margem de erro de 0,5% em cada uma, estime
0 erro maximo no valor calculado de R.

Quatro niimeros positivos, cada um menor que 50, sdo arredon-
dados até a primeira casa decimal e depois multiplicados. Utilize
os diferenciais para estimar o maximo erro possivel no cdlculo
do produto que pode resultar do arredondamento.

Um modelo para a drea da superficie do corpo humano é dado
por § = 72,09w”** h®™, onde w é o peso (em quilogramas), h
¢ a altura (em centimetros) e S ¢ medida em centimetros qua-
drados. Se os erros nas medidas de w e & forem no maximo de
2%, use diferenciais para estimar a porcentagem de erro maxima
na drea da superficie calculada.

Suponha que vocé precise saber uma equagdo do plano tangente
a superficie S no ponto P(2, 1, 3). Vocé ndo tem uma equacgio
para S, mas sabe que as curvas

r(=Q+3,1-73-4+7r)
r,u) =1+, 20’ — 1,2u + 1)

estdo ambas em S. Encontre uma equacgao para o plano tangente
em P.

43-44 Mostre que a fungdo € diferencidvel achando valores ¢, € ¢,

que satisfacam a Defini¢do 7.

3. f(x,y)=x+y

4. f (5, =xy— 5y

45.

46.

Demonstre que, se fé uma fun¢do de duas varidveis diferencia-

vel em (a, b), entdo f¢é continua em (a, b). Sugestao: Mostre que

lim f(a+ Ax,b + Ay) = f(a,b)

(Ax, Ay)—(0,0)
(a) A funcdo
fen= Ty EEFO
5 X y
0 se (x,y) = (0,0)

corresponde ao grdfico da Figura 4. Mostre que £,(0, 0) e
f) (0,0) existem, mas fndo € diferencidvel em (0, 0). [Sugestdo:
Utilize o resultado do Exercicio 45.]

(b) Explique por que f € f) “ndo sdo continuas em (0, 0).
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-6 Use a Regra da Cadeia para determinar dz/dt ou dw/dt.

. z=Xy+x', x=2+¢, y=1-¢

2. z=\/m, x=¢e', y=¢"

3. z=senxcosy, X = mrt, y:\/;

4. z=tg'(xfy), x=¢, y=1-¢"'

5. w=x¢", x=¢, y=1-1t z=1+2

6. w=lnm, X = sent, y = cost, z=tgt

7-12 Utilize a Regra da Cadeia para determinar dz/ds e dz/0t.

3

7. z=x2y‘, X = §COSt, y=ssent

8. z=arcsen(x —y), x= §S+ 7, y=1—12st
9. z=sen#cos o, 6= stz, b= st

10 z=¢"%, x=s/t, y=1tls

Il. z=¢cosf, r=st, O0=Vs+7

12. z = tg(u/v), u =72+ 3t, v=3s—2t

13. Se z =f(x,y),onde f¢ diferencidvel, e

x =g y = h()

93) =2 h3) =1
g'3)=5 h'(3) = -4,
f2.7=6 [@27=-8

determine dz/dt quando ¢ = 3.

14. Seja W(s, 1) = F(u(s, 1), v(s, 1)), onde F, u, e v sdo diferencid-

veis, e
u(1,0) =2 v(1,0) =3
u(1,0) = -2, v(1,0)=5
u(1,0) =6 v(1,0) =4,
F(2,3)=—1 F(2,3)=10

Determine W (1,0) e W(1,0).

15. Suponha que f seja uma funcdo diferencidvel de x e y, e
g(u,v) = f(e" + sen v, e" + cos v). Use a tabela de valores para
calcular g (0,0) e g (0, 0).

f el s |1
0,00 | 3 6 4 8
1,2 | 6 3 2

16. Suponha que f seja uma fun¢do diferencidvel de x e y, e
g(r,s) =fQ2r —s, s° — 4r). Use a tabela de valores do Exerci-
cio 15 para calcular g (1,2) e g (1, 2).

17-20 Utilize um diagrama em drvore para escrever a Regra da Cadeia

para o caso dado. Suponha que todas as fun¢des sejam diferencidveis.

17. u=f(x,y), ondex = x(r,s,1),y = y(r,s,1)

18. R=f(x,y,z,1), ondex = x(u,v,w),y = y(u, v, w),
7= z(u, v, w), t = H(u, v, w)

19. w=f(r,s,1), onder =r(x,y),s =s(x,y),t=1tx,y)

20. t=f(u,v,w), ondeu=ulp,q,r,s),v="0v(p,q,r,s),
w=wp,q,r,s)

21-26 Utilize a Regra da Cadeia para determinar as derivadas par-
ciais indicadas.

21, z=x+xy, x=uw'+w, y=u+ ve"

ﬂ,%,ﬂ quandou =2, v=1, w=0
du Jv Jdw

22, u=vVr*+s*, r=y+xcost, s=x+ysent,
ﬂ,a—u,% quandox =1, y=2, r=0
ox dy ot

23. R:1n(u2+vz+wz), u=x+2y, v=2x—y,w="2xy;
%,% quandox =y =1
ox dy

24. M =x¢ ", x = 2uv, y=u-—v, z=u+v;
oM oM

—,— ,quandou =3, v=—1
du Jv
25. u:x2+yz, x=prcosf, y=prsenf, z=p-+r;
ﬂ,%,% quandop =2, r=3, 6=0
ap or a6

26. Y=wtg71(uv), u=r+s, v=s+t, w=t+r

24 ﬂ/a_y quandor =1, s=0, t=1

ar ds ot

27-30 Utilize a Equagdo 6 para determinar dy/dx.
27. Vxy =1+ 2 28. y+xy' =1+ ye“2

29. cos(x — y) = xe’ 30. senx + cosy = senxcosy

31-34 Utilize as Equagdes 7 para determinar dz/dx e 0z/dy.
31. X+ + =31z 32. xyz=cos(x +y +2z)

33. x — z = arctg(yz) 34. yz=In(x + 2)

35. A temperatura em um ponto (x, y) é¢ T(x, y), medida em graus
Celsius. Um inseto rasteja de modo que sua posi¢ao depois de
t segundos seja dadaporx =Vl + ¢,y =2 + lgt, onde x ey
sdo medidas em centimetros. A funcdo temperatura satisfaz
T(2,3)=4e T)_(2, 3) = 3. Qudo rdpido a temperatura aumenta
no caminho do inseto depois de trés segundos?

36. Aprodugdo W de trigo em um determinado ano depende da tem-
peratura média 7' e da quantidade anual de chuva R. Cientistas
estimam que a temperatura média anual estd crescendo a taxa

de 0,15 °C/ano e a quantidade anual de chuva estd decrescendo
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37.

20

10

38.

39.

40.

41.

42.

lll cALcuLo

a taxa de 0,1 cm/ano. Eles também estimam que, no atual nivel

de producdo, dW/dT = —2 e dW/dR = 8.

(a) Qual € o significado do sinal dessas derivadas parciais?

(b) Estime a taxa de varia¢dio corrente da producdo de trigo
dw/dt.

A velocidade da propagacdo do som através do oceano com sa-

linidade de 35 partes por milhar foi modelada pela equagdo
C = 14492 + 4,6T — 0,055T" + 0,00029T° + 0,016D

onde C ¢ a velocidade do som (em metros por segundo), 7' ¢ a
temperatura (em graus Celsius) e D é a profundidade abaixo do
nivel do mar (em metros). Um mergulhador come¢a um mergu-
lho tranquilo nas dguas oceanicas e a profundidade do mergulho
e atemperatura da 4gua ao redor sdo registradas nos graficos a se-
guir. Estime a taxa de variagdo (em relagdo ao tempo) da veloci-
dade do som através do oceano experimentada pelo mergulhador

20 minutos depois do inicio do mergulho. Quais sdo as unidades?

T
16
™
LT~ 14 [~

12

10 N
T 8

10 20 30 40 10 20 30 40 1
(min) (min)

O raio de um cone circular reto aumenta a uma taxa de 4,6 cm/s
enquanto sua altura decresce a taxa de 6,5 cm/s. Qual a taxa de
variagio do volume do cone quando seu raio € de 300 cm e a al-

tura € 350 cm?

O comprimento €, a largura w e a altura /# de uma caixa variam
com o tempo. Em certo instante, as dimensdes da caixa sdo € = 1
mew = h =2m,{ ewaumentam a uma taxa de 2 m/s, ao passo
que £ diminui a taxa de 3 m/s. Nesse instante, determine as taxas
nas quais as seguintes quantidades estéo variando.

(a) O volume

(b) A érea da superficie

(c) O comprimento da diagonal

Avoltagem Vem um circuito elétrico simples decresce lentamente
a medida que a pilha se descarrega. A resisténcia R aumenta len-
tamente com o aumento de calor do resistor. Use a Lei de Ohm,
V = IR, para achar como a corrente / estd variando no mo-
mento em que R = 400 Q, 7 = 0,08 A, dV/dt = —0,01 V/s
e dR/dt = 0,03 ()/s.

A pressdo de um mol de um gds ideal ¢ aumentada a taxa de
0,05 kPa/s e a temperatura é elevada a taxa de 0,15 K/s. Utilize
a equacdo do Exemplo 2 para achar a taxa de variagdo do vo-

lume quando a pressdo é 20 kPa e a temperatura ¢ 320 K.

Um carro A estd viajando para norte na rodovia 16 e um carro B
estd viajando para oeste na rodovia 83. Os dois carros se apro-
ximam da interseccao dessas rodovias. Em um certo momento,

o carro A estd a 0,3 km da interseccdo viajando a 90 km/h, ao

43.

44.

passo que o carro B estd a 0,4 km da intersec¢@o viajando a
80 km/h. Qual a taxa de varia¢do da distancia entre os carros
nesse instante?

Um lado de um tridngulo estd aumentando a uma taxa de 3 cm/s
e um segundo lado estd decrescendo a uma taxa de 2 cm/s. Se a
drea do tridngulo permanece constante, a que taxa varia o angulo
entre os lados quando o primeiro lado tem 20 cm de comprimento,

o segundo lado tem 30 cm de comprimento e o angulo € 7/6?

Se um som com frequéncia f, for produzido por uma fonte se
movendo ao longo de uma reta com velocidade v e um obser-
vador estiver se movendo com velocidade v, ao longo da mesma
reta a partir da direcdo oposta, em dire¢do a fonte, entdo a fre-
quéncia do som ouvido pelo observador é

c+vo
f‘u: s
¢,

onde ¢ é a velocidade do som, cerca de 332 m/s. (Este € o efeito

Doppler.) Suponha que, em um momento particular, vocé estd
em um trem se movendo a 34 m/s e acelerando a 1,2 m/s’. Um
trem se aproxima de vocé da dire¢@o oposta no outro trilho a 40
m/s, acelerando a 1,4 m/s’, e toca seu apito, que tem frequéncia
de 460 Hz. Neste instante, qual € a frequéncia aparente que vocé

ouve e qudo rapidamente ela estd variando?

45-48 Suponha que todas as fun¢des dadas sdo diferencidveis.

45.

46.

47.

Sez=f(x,y),onde x = rcosfey=rsen6,(a)determine dz/dr
e dz/06 e (b) mostre que

2 2 2 2
ae\'y (a2) (o) o 1 (i
0x dy ar r\ad0
Se u = f(x,y),onde x = €' costey = ¢ sen ¢, mostre que

CRERICRC

Se z = f(x — y), mostre que 9z 4 9z
ox dy
48.Sez = f(x,y),ondex = s + rey =s — t, mostre que
oz\' oz 2 oz oz
ax ay as at

49-54 Suponha que todas as fun¢des dadas tenham derivadas par-

ciais de segunda ordem continuas.

49.

50.

Mostre que qualquer funcdo da forma
z=f(x + at) + g(x — at)
¢ uma solucdo da equagdo de onda
ar ax’

[Sugestdo: Tome u = x + at,v = x — at.]

Se u = f(x,y),onde x = €' cos tey = €' sen t, mostre que
2 2 2 2
Fu du :em-[ﬂ i

ay’ ass  of
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51. Sez=f(x,y),onde x = s y = 2rs, determine 9%z/or ds. (a) Verifique que f (x,y) = Xy + 2xy’ + 5y3é homogénea de
(Compare com o Exemplo 7.) grau 3.
52. Sez =f(x,y),onde x = rcos 0,ey = rsen 0, determine (a) (b) Mostre que, se f € homogénea de grau n, entdo
z/9r, (b) 3z/90 e (c) &°z/ar 6. w Ly = ey
0x dy
53. Sez =f(x,y),onde x =rcos f,ey=rsen 6, mostre que [Sugestdo: Utilize a Regra da Cadeia para derivar f (zx, fy) com
6_2z+a_2z:a_2z la_zz+l£ relacdo a t.]
ot oy ot Pt r oor
56. Se f¢é homogénea de grau n, mostre que
i Suponha s =/ L) onder = gl € = M0 X of + 2x K +42 of =n(n — Df (x,y)
(a) Mostre que ? y P y a_yz .y
2 2 2 2 2 2
a_i = a_i ox ) 4o 9z 0x 9y 4 G_ZZ 9y 57. Sefé homogénea de grau n, mostre que
ar ox~ \ ot dxdy dt ot dy” \ ot a1
Sl ty) =1 f(x,y)
4 0z a’x 4 9z a’y 58. Suponha que a equagdo F(x, y, z) = 0 defina implicitamente
ox o ay or cada uma das trés varidveis x, y e z como fung¢do das outras duas:
(b) Determine uma férmula semelhante para 9°z/ds d. z2=f(x,y),y = g(x,2),x = h(y, z). Se F for diferencidvel e F ,
o . . F e F_forem todas ndo nulas, mostre que
55. Uma fungdo f ¢ dita homogénea de grau n se satisfaz a equa- v
~ 0 PR dz 9x dy _ _
cdo f(tx, ty) = t'f (x,y) para todo valor de ¢, onde n é um inteiro 8_ a— a— =-1
X dy 0z

positivo e ftem as segundas derivadas parciais continuas.

14.6

DERIVADAS DIRECIONAIS E O VETOR GRADIENTE

© 2005 AccuWeather, Inc.
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FIGURA 2
Um vetor unitario

u

= {(a, b) = {(cos 0, sen 0)

A Figura 1 mostra um mapa de contorno da fun¢@o temperatura 7(x, y) para a China as
15 horas em 28 de dezembro de 2004. As curvas de nivel, ou isotérmicas, ligam localiza-
¢Oes com a mesma temperatura. A derivada parcial 7_em um local como Chongqing € a
taxa de variacdo da temperatura com relacdo a distincia se nos movermos para o leste a
partir de Chongging; 7' ¢ a taxa de variagdo da temperatura se nos movermos para o norte.
Mas, e se quisermos saber a taxa de variacdo da temperatura quando viajamos para su-
doeste ou em alguma outra dire¢do? Nesta se¢do, introduziremos um tipo de derivada,

. chamada derivada direcional, que nos permite encontrar a taxa de variagdo de uma fungao

de duas ou mais varidveis em qualquer dire¢do.

DERIVADAS DIRECIONAIS

Lembremo-nos de que, se z = f(x, y), as derivadas parciais f, e f) 530 definidas como

Fooy) = lim G ® 1Y) 7/ (%)
* h—0 .
[1]
Sy, T h) = f(x5y)
h

e representam as taxas de variag@o de z na direc¢@o positiva dos eixos x € y, ou seja, nas di-

Lxg> ) = lim

recoes e sentidos dos versoresie j.

Suponha que queiramos determinar a taxa de variagao de z no ponto (x,, y,) na diregao
de um vetor unitdrio arbitrario u = {a, b) (veja a Figura 2). Para fazé-lo, devemos consi-
derar a superficie S com equagdo z = f'(x, y) (gréfico de f) e tomar z, = f (x,, y,). O ponto
P(x,, ¥, 2,) pertence a S. O plano vertical que passa por P na dire¢do de u intercepta § em
uma curva C (veja a Figura 3). A inclinacdo da reta tangente 7'a C em P ¢ a taxa de va-
riacdo de z na direcdo de u.
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Se considerarmos um mapa topografico de um morro e se f (x, y) representar a altura
acima do nivel do mar do ponto de coordenadas (x, y), entdo a curva de aclive maximo
pode ser desenhada como na Figura 12, fazendo-a perpendicular a todas as curvas de con-
torno. Esse fenomeno pode ser observado na Figura 12 na Sec@o 14.1, onde o Riacho Lo-
nesome segue a curva de declive maximo.

Os sistemas de computag@o algébrica tém comandos que tracam alguns vetores gra-
dientes. Cada vetor gradiente Vf (a, b) é tragado partindo-se do ponto (a, b). A Figura 13
mostra como fica um desses desenhos (chamados campos de vetores gradientes) para a
fungio f (x,y) = x* — y’ sobreposto a um mapa de contornos de f. Como esperado, os ve-
tores gradientes apontam na direcdo de “subida de morro“ e sdo perpendiculares as cur-

vas de nivel.

14.6

Ll
L\ 6
R
376 o
o« — \./ Ta (\e
— [ - g
A 7
FIGURA 13 Iﬁ T
EXERCICIOS
E dado o mapa de contornos mostrando a pressio barométrica nal da fungdo da temperatura em Dubbo, New South Wales, na
em hectopascais (hPa) na Australia em 28 de dezembro de 2004. direcdo de Sydney. Quais sdo as unidades?
Estime o valor da derivada direcional da funcdo pressdo em ]
Alice Springs na dire¢cdo de Adelaide. Quis sdo as unidades da 2
£
derivada direcional? g8
3.  Uma tabela de valores do indice de sensacdo térmica W = f (T, v)
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O mapa de contorno mostra a temperatura maxima média em
novembro de 2004 (em °C). Estime o valor da derivada direcio-

¢ dada no Exercicio 3 da Se¢@o 14.3. Use-a para estimar o valor
de D, f(—20,30), onde u = (i + j)V2.

4-6 Determine a derivada direcional de f no ponto dado e na dire¢do

indicada pelo angulo 6.

4. flo,y) =y -y,

2,1, 0=m/4



5 f,y=ye ', (0,49, 6=27/3
6. f(x,y)=xsen(xy), (2,0), 0=a/3
7-10

(a) Determine o gradiente de f.

(b) Calcule o gradiente no ponto P.

(c) Determine a taxa de variacdo de fem P na direcio do vetor u.

7.

8.

9.

10.

[y =50 =4y, P12, u=(35Y
fe,y)=yhlx, P1,-3), u=(-%13)
ey, =x,  PG3,0,2), u=(%-%1)
feyd =ity PA3D. u=(339)

1'1-17 Determine a derivada direcional da funcdo no ponto dado na

direcdo do vetor v.

Cfyy=1+20y, (3.4, v=(4,-3)

Cfey) =’ +y), @21, v=(-1,2)

S gp.p=p' —pd, @D, v=i+3j

L g =tg \(rs),  (1,2), v=>5i+ 10j

. fy, ) =xe+yef+ze,  (0,0,0), v=(5,1,-2)
Cfey.=Voz. (3.2,6), v=(-1,-2,2)
gy, =@+ 2+ 32" (1,1,2), v=2-k

20.

. Use a figura para estimar D f (2, 2).

J 2,2)

Vf(2,2)

0 \x

. Determine a derivada direcional de f (x,y) = \/E em P(2,8) na

direcdo de O(5,4).

Determine a derivada direcional de f(x,y,z) = xy + yz+ zxem
P(1, —1,3) na direcdo de Q(2,4,5).

21-26 Determine a taxa de variacdo maxima de f no ponto dado e a

dire¢do em que isso ocorre.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

fey) =y, (2.4
f.q)=qe "+ pe’,

(1,0

0,0
fx,y) = sen(xy),
Sy, =&+yz,  (LL=-1)
f@y.) = VP + 3+ 2,

0oy 9 =gl 2y + 39,

(3,6,—2)
(=5,1,1)

27.

(a) Mostre que uma fung¢do diferencidvel f decresce mais rapi-
damente em x na dire¢do oposta a do vetor gradiente, ou seja,
na direcao de —Vf (x).

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
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(b) Utilize a parte (a) para determinar a direcdo onde
fx,y) = x4y - xzy3 decresce mais rapido no ponto (2, —3).

Determine as dire¢des em que a derivada direcional de f'(x,y) =
ye ¥ no ponto (0, 2) tem valor 1.

Determine todos os pontos nos quais a direcdo de maior varia-
¢io da fungdo f(x,y) = X’ + ¥y — 2x — 4y éi + j.

Nas proximidades de uma boia, a profundidade de um lago em
um ponto com coordenadas (x,y) é z = 200 + 0,O2x2 - 0,001 yz,
onde x, y e z sdo medidos em metros. Um pescador que estd em
um pequeno barco parte do ponto (80, 60) em direc¢do a boia,
que estd localizada no ponto (0, 0). A dgua sob o barco estd
ficando mais profunda ou mais rasa quando ele comega a se
mover? Explique.

A temperatura 7 em uma bola de metal € inversamente propor-

cional a distancia do centro da bola, que tomamos como a ori-

gem. A temperatura no ponto (1, 2, 2) é de 120°.

(a) Determine a taxa de varia¢do de Tem (1, 2,2) em direcdo ao
ponto (2, 1, 3).

(b) Mostre que em qualquer ponto da bola a dire¢do de maior
crescimento na temperatura ¢ dada por um vetor que aponta
para a origem.

A temperatura em um ponto (x, y, z) é¢ dada por
T(x,y,2) = 200e * 2%

onde 7 ¢é medido em °C e x, y, z em metros.

(a) Determine a taxa de variagdo da temperatura no ponto
P(2, —1,2) em direcdo ao ponto (3, —3, 3).

(b) Qual ¢ a dire¢do de maior crescimento da temperatura em P?

(c) Encontre a taxa maxima de crescimento em P.

Suponha que em uma certa regiao do espaco o potencial elétrico

V seja dado por V(x,y,z) = 5x° — 3xy + xyz.

(a) Determine a taxa de variacdo do potencial em P(3,4, 5) na
dire¢do do vetorv =1 + j — k.

(b) Em que dire¢@o V varia mais rapidamente em P?

(c) Qual a taxa mdxima de variagdo em P?

Suponha que vocé esteja subindo uma montanha cuja forma é

dada pela equacdo z = 1000 — 0,005x* — 0,01 yz, onde x,yez

sdo medidos em metros e vocé estd em um ponto com coorde-

nadas (60,40, 966). O eixo x positivo aponta para leste e o eixo

y positivo aponta para o norte.

(a) Se vocé andar exatamente para o Sul, comecard a subir ou a
descer? Com que taxa?

(b) Se vocé caminhar em dire¢do ao Noroeste, comegard a subir
ou a descer? A que taxa?

(c) Em que dire¢@o a inclinacdo ¢ maior? Qual ¢ a taxa de ele-
vagdo nessa dire¢cao? Qual é o dngulo que o inicio desse ca-
minho faz em relacéo a horizontal?

Seja f uma funcdo de duas varidveis que tenha derivadas par-
ciais continuas e considere os pontos A(1,3), B(3,3),C(1,7)e
D(6, 15). A derivada direcional em A na dire¢do do vetor
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36.

37.

38.

—> —>
AB ¢ 3, e a derivada direcional em A na direcdo AC ¢é 26. De-

=
termine a derivada direcional de fem A na dire¢do do vetor AD .

Para o mapa de contorno dado, desenhe as curvas de maior cres-

cimento em P e em Q.

Mostre que a operagdo de calcular o gradiente de uma fungéo
tem a propriedade fornecida. Suponha que u e v sejam funcdes
de x e y, diferencidveis, e a e b sejam constantes.

(@) V(au + bvy=aVu+bVv (b)) Vuv) =uVv + v Vu

© V(l): vVu—uVu (d) V' =nu"™" Vu
1% U

Esboce o vetor gradiente Vf (4, 6) para a fungao f cujas curvas
de nivel sdo mostradas. Explique como vocé escolheu a dire¢do
e sentido e o comprimento desse vetor.

Y

39-44 Determine equagdes (a) do plano tangente e (b) da reta normal

a uma superficie dada no ponto especificado.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

200 =2 +(y -1’ + =3 =10, (3,3,5)
y=x2—zz, “4,7,3)

=2+ =2, (2,1,-1)

x — z = 4 arctg(yz), a+am,1,1)
z+1=xé'cosz, (1,0,0)

yz=In(x+z), (0,0,1)

45-46 Utilize um computador para tracar o grafico da superficie, do

A plano tangente e da reta normal na mesma tela. Escolha o dominio com

cuidado para evitar planos verticais estranhos. Escolha o ponto de vista

de modo que vocé possa ver bem os trés objetos.

45.

46.

xy+tyz+zx=3, (1,1,1)

xz=6, (1,2,3)

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

Se f (x,y) = xy, encontre o vetor gradiente Vf (3, 2) e use-o para
encontrar a reta tangente a curva de nivel f (x, y) = 6 no ponto
(3,2).Esboce a curva de nivel, a reta tangente e o vetor gradiente.

Se g(x,y) = X+ y2 — 4x, encontre o vetor gradiente Vg(1,2) e
use-o para encontrar a reta tangente a curva de nivel g(x,y) = 1
no ponto (1, 2). Esboce a curva de nivel, a reta tangente e o

vetor gradiente.

Mostre que a equagdo do plano tangente ao elipsoide
xXld' + yz/b2 + /= 1no ponto (x,,,,z,) pode ser escrita como
Xy W o
2 2 2

a b c
Determine a equacdo do plano tangente ao hiperboloide
la® + yz/b2 —Zi=1lem (%y» ¥y» Z,) € €xpresse-a de forma
semelhante a do Exercicio 49.

Mostre que a equacao do plano tangente ao paraboloide eliptico
e = xXld*+ y' /b’ no ponto (x,, y,, Z,) pode ser escrita como

2xx, n 2y, _ 2+ 35
2 2
a b c

Em qual ponto do paraboloide y = ¥ +7Zo plano tangente é pa-
ralelo ao plano x + 2y + 3z =17

Existem pontos no hiperboloide x* — y* — z° = 1 nos quais o
plano tangente € paralelo ao plano z = x + y?

Mostre que o elipsoide 3%+ 2y2 + 77 = 9eaesfera
X'+ y + 7 — 8x — 6y — 8z + 24 = 0 se tangenciam no ponto
(1,1, 2). (Isso significa que eles tém um plano tangente comum

nesse ponto.)

Mostre que todo plano que € tangente ao cone Yy =7 passa

pela origem.

Mostre que toda reta normal 2 esfera x* + y* + z° = 1 passa pelo

centro da esfera.

Mostre que a soma das intersec¢des com 0s eixos x, y € z de
qualquer plano tangente a superficie vx + vy + vz = Vc é

uma constante.

Mostre que as piramides cortadas do primeiro octante por qual-
quer plano tangente a superficie xyz = 1 em pontos do primeiro

octante tém todas 0 mesmo volume.

Determine as equagdes paramétricas da reta tangente a curva
formada pela interseccdo do paraboloide z = x> + y*com o elip-
soide 4x” + y* + 27 = 9 no ponto (—1, 1, 2).

(2) O plano y + z = 3 intercepta o cilindro x* + y* = 5 em uma
elipse. Determine as equacdes paramétricas da reta tangente
a essa elipse no ponto (1,2, 1).

(b) Desenhe o cilindro, o plano e a reta tangente na mesma tela.



61. (a) Duas superficies sdo ditas ortogonais em um ponto de in- 4
tersecgdo se suas normais sdo perpendiculares nesse ponto.
Mostre que superficies com equagdo F(x, y, z) = 0 e
G(x,y,z) = 0 sdo ortogonais em um ponto P onde VF # 0 e

VG # 0 se e somente se, em P,
FG +FG +FG =0.
(b) Use a parte (a) para mostrar que as superficies 7 = x° + y’e 64
X+ y2 + 7 = rsdo ortogonais em todo ponto de intersec-
¢do. Vocé pode ver isso sem fazer os cdlculos?

62. (a) Mostre que a funcdo f(x,y) = 3 xy € continua e suas deriva-
das parciais f, e f, existem na origem, mas as derivadas dire-

DERIVADAS PARCIAIS ||| 877

(b) Trace o gréfico de f perto da origem e comente como ele
confirma a parte (a).

63. Suponha que as derivadas direcionais de f (x, y) sejam conheci-
das em um determinado ponto em duas direcdes ndo paralelas
dadas por vetores unitérios u e v. E possivel determinar Vfnesse
ponto? Em caso afirmativo, como fazé-lo?

. Mostre que, se z = f (x, y) for diferencidvel em x;, = (x,, y,).
entao

i L) =F ) = VF(x) - (x=x) _

X—X,

X — x|

[Sugestdo: Use a Definicdo 14.4.7 diretamente.]

cionais em todas as outras dire¢des ndo existem.

14.7

VALORES MAXIMO E MINIMO

maximo
absoluto

/i
ZIHIO

A

minimo
absoluto
FIGURA |

m Observe que a conclusdo do Teorema 2
pode ser colocada em termos dos vetores
gradientes como Vf (a, b) = 0.

Como vimos no Capitulo 4, no Volume I, um dos principais usos da derivada ordindria é
na determina¢do dos valores maximo e minimo. Nesta secdo veremos como usar as deri-
vadas parciais para localizar os pontos de mdximo e minimo de uma fun¢@o de duas va-
ridveis. Em particular, no Exemplo 6 veremos como maximizar o volume de uma caixa
sem tampa se tivermos uma quantidade limitada de cartolina para trabalhar.

Olhe os picos e vales no grafico de f mostrado na Figura 1. Existem dois pontos (a, b)
nos quais f'tem um mdximo local, ou seja, onde f (a, b) € maior que os valores préximos
de f (x,y). O maior destes dois valores é o mdximo absoluto. Do mesmo modo, f'tem dois
minimos locais onde f (a, b) € menor que os valores préximos. O menor destes dois valo-
res é o minimo absoluto.

|I| DEFINICAO Uma fungdo de duas varidveis tem um maximo local em (a, b)
se f (x,y) =< f (a, b) quando (x, y) estd proximo de (a, b). [Isso significa que
f(x,y) =<f(a,b) para todo ponto (x,y) em alguma bola aberta com centro em (a, b).]
O nimero f (a, b) é chamado valor maximo local. Se f (x, y) = f (a, b) quando
(x,y) estd proximo de (a, b), entdo f tem um minimo local em (a, b) e f (a, b) € um
valor minimo local.

Se as inequagdes da Defini¢do 1 valerem para todos os pontos (x, y) do dominio de f,
entdo f tem um maximo absoluto (ou minimo absoluto) em (a, b).

TEOREMA Se uma fungdo f tem um maximo ou minimo local em (a, b) e as de-
rivadas parciais de primeira ordem de f existem nesses pontos, entdo f (a,b) = 0 e
fla,b) =0.

DEMONSTRACRO Seja g(x) = f (x, b). Se f tem um mdximo (ou minimo) local em (a, b), entdo g tem
um maximo (ou minimo) local em a, de modo que ¢'(a) = 0 pelo Teorema de Fermat (veja
o Teorema 4.1.4, no Volume I). Mas g'(a) = f.(a, b) (veja a Equagdo 14.3.1), e assim
f.(a,b) = 0.Da mesma forma, pela aplicagéo do Teorema de Fermat a fung¢do G(y) = f(a, y),
obtemos f (a, b) = 0. O
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Jd J
Dif=DD,f)= —(D,)Hh+ — (D, [k
0x dy

= (fh+fJoh+ (fh+f Rk

= fxxh2 + 2fxyhk + fyykz (pelo Teorema de Clairaut)

Se completarmos os quadrados na expressdo, obteremos

. Lo b, K
Duf:f,;'x

h+ 2k + f—(fufyy —f;)

Temos que f (a,b) > 0e D(a,b) > 0.Masf eD = f_ fy y T f i sdo funcdes continuas,
logo, existe uma bola aberta B com centro (a, b) e raio 6 > 0 tal que f (x,y) > O e
D(x,y) > 0 sempre que (x, y) pertencer a B. Portanto, olhando a Equagdo 10, vemos que
Dfl f(x,y) > 0 sempre que (x, y) pertencer a B. Isso implica que, se C € uma curva obtida
pela intersec¢@o do grafico de f com o plano vertical que passa por P(a, b, f (a, b)) na di-
re¢do de u, entdo C tem concavidade para cima no intervalo de comprimento 25. Isso é ver-
dadeiro na direcdo de todo vetor u; portanto, se restringirmos (x, y) a B, o gréfico de f
permanecerd acima do plano horizontal tangente a fem P. Logo, f (x,y) = f (a, b) sempre
que (x, y) estiver em B. Isso mostra que f (a, b) € um minimo local. O

xx

147 EXERCICIOS

1. Suponha que (1, 1) seja um ponto critico de uma funcio f com
derivadas de segunda ordem continuas. Em cada caso, o que se
pode dizer sobre f?

@fa,n=4 faA.H=1 fA,1)=2
GfA D=4 fA, D=3, f0d,1)=2

2. Suponha que (0, 2) seja um ponto critico de uma funcio g com

derivadas de segunda ordem continuas. Em cada caso, o que se
pode dizer sobre g?

4

42 1 X
5

&&6

@g,0.2=-1, ¢ 0.2=6  ¢0.2=1
(g, 0.2)=~1.  ¢0.2=2  g¢0.2=-8
(€)9,(0.2) = 4, g,0.2=6.  g(0.2)=9

3-4 Utilize as curvas de nivel da figura para predizer a localizagdo
dos pontos criticos de fe se f tem um ponto de sela ou um maximo
ou minimo local em cada um desses pontos. Explique seu raciocinio.
Em seguida, empregue o Teste da Segunda Derivada para confirmar
suas predic¢oes.

3. f(x,y):4+x3+y3—3xy




Y

5-18 Determine os valores mdximos e minimos locais e pontos de
sela da func¢do. Se vocé tiver um programa para tragar graficos tridi-
mensionais no computador, trace a fun¢do com um dominio e um

ponto de vista que mostrem 0s seus aspectos importantes.

5. f(x,y)=9*2x+4y*xz*4y2

6. f(x,y)= x3y + 120 — 8y

7. f(x,y) :x2+y2 +x2y +4

8. fly ="

9. S,y =xy—2x—y

10. f(x,y) =20+ xy" + 55+ )

. f(x,y) = X - 12xy + 8y3

12. f(x,y) =xy+ i + i

x oy

13. f(x,y) =ecosy

14. f(x,y) = ycosx

15 f(ry) =07+ y)e

16. f(x,y) =€’ —x")

17. f(x,y) =y — 2ycosux, —1l=x=<7

18. f(x,y) =senxseny, —rT<x<m, —r<y<m

19. Mostre que f (x, y) = x° + 4y > — 4xy + 2 tem um ndimero infi-
nito de pontos criticos e que D = 0 em cada um. A seguir, mos-
tre que f tem um minimo local (e absoluto) em cada ponto critico.

20. Mostre que f (x, y) = xzyef"zj'2 tem valores maximos em

(£1, 1/\/5) e valores minimos em (*1, — 1/\/5). Mostre tam-
bém que f tem infinitos outros pontos criticos e que D = 0 em
cada um deles. Quais deles ddo origem a valores mdximos? E

a valores minimos? E a pontos de sela?

21-24 Utilize um gréfico e/ou curvas de nivel para estimar os valo-
res maximos e minimos locais e pontos de sela da fungdo. Em se-

guida, use o cdlculo para achar esses valores precisamente.

21. f(x,y) = X+ y2 + x72y72

22, f(x,y) = )cyeﬂLy2

23. f(x,y) =senx + seny + sen(x + y),
Osx=2wm0<y=<27w

24. f(x,y) =senx + seny + cos(x + y),
Osx=m4,0<y=<m/4

25-28 Utilize uma ferramenta grafica como no Exemplo 4 (ou o Mé-

todo de Newton ou um determinador de raizes) para encontrar os
pontos criticos de f com precisdo de trés casas decimais. Em seguida,
classifique o ponto critico e determine o valor mais alto e o mais
baixo do grafico.

25. f(x,y)=x"—57+y +3x+2

Va
1

DERIVADAS PARCIAIS ||| 885

26. f(x,y) =5 — 10xy — 4+ 3y — y*
27. f(x,y) =2x + 4x2—y2+ 2xy2—x4—y4

28. f(x,y) = +y' —x +4cosy

29-36 Determine os valores mdximo e minimo absolutos de fno con-
junto D.

29. f(x,y) =1+ 4x — 5y, D é aregido triangular fechada com
vértices (0, 0), (2,0),e (0, 3)

30. f(x,y) =3+ xy —x— 2y, D¢ aregido triangular fechada

com vértices (1, 0), (5,0),e (1,4)

3l. f(x,y) =xX+y +xy+4,
D= {Cyllxl<1,lyl <1}

32, f(x,y) =4x+ 6y —xX —y,
D={x,n0=<x<4,0<y<35}

33, fr,y)=x"+y' —dxy + 2,
D={x0=x<3,0sy<2}

34. f(x,y) =n", D={xyk=0,y=0,x"+)"<3}

35. f(e,y) =20+, D={xy+y=<1}

36. f(x,y) =x —3x—y'+ 12y, D é o quadrilatero cujos vérti-
ces sdo (—2,3),(2,3),(2,2),e (=2, —2).

| 37. Para as funcdes de uma varidvel, é impossivel uma fungdo con-

7 38.

tinua ter dois pontos de maximo local e nenhum de minimo
local. Para as funcgdes de duas varidveis, esse caso existe. Mos-
tre que a fungio

2 2 2 2

oy =- - —&y—x—1
s6 tem dois pontos criticos, ambos de mdximo local. Em se-
guida, utilize um computador para desenhar o grafico com uma

escolha cuidadosa de dominio e de ponto de vista para ver como
isso € possivel.

Se uma func¢do de uma varidvel é continua em um intervalo e
tem um tnico ponto critico, entdo um maximo local tem de ser
um mdximo absoluto. Mas isso ndo € verdadeiro para as funcdes
de duas varidveis. Mostre que a fungdo
9 3 3y
fx,y)=3xe —x —¢”
tem exatamente um ponto critico, onde f tem um mdximo local,
porém este ndo ¢ um maximo absoluto. Em seguida, utilize um
computador com uma escolha conveniente de dominio e ponto
de vista para ver como isso é possivel.

39. Determine a menor distancia entre o ponto (2, 1, —1) e o plano
x+y—z=1.

40. Determine o ponto do plano x — y + z = 4 que estd mais pré-
ximo do ponto (1,2, 3).

41. Determine os pontos do cone 7 = x° + y” que estdo mais proxi-
mos do ponto (4,2, 0).

42. Determine os pontos da superficie y° = 9 + xz que estdo mais

préximos da origem.
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

Determine trés nimeros positivos cuja soma ¢ 100 e cujo pro-
duto é maximo.

Encontre trés niimeros positivos cuja soma € 12 e cuja soma dos

quadrados € a menor possivel.

Encontre o volume maximo de uma caixa retangular que estd

inscrita em uma esfera de raio r.

. -~ . 3
Encontre as dimensoes de uma caixa com volume de 1 000 cm

que tenha a drea de sua superficie minima.

Determine o volume da maior caixa retangular no primeiro
octante com trés faces nos planos coordenados e com um vértice

no planox + 2y + 3z = 6.

Determine as dimensdes da caixa retangular de maior volume

se a drea total de sua superficie é dada por 64 cm’ .

Determine as dimensdes de uma caixa retangular de volume ma-
ximo tal que a soma dos comprimentos de suas 12 arestas seja

uma constante c.

Abase de um aqudrio com volume V € feita de arddsia e os lados
sdo de vidro. Se o prego da arddsia (por unidade de drea) equi-
vale a cinco vezes o pre¢o do vidro, determine as dimensdes do

aqudrio para minimizar o custo do material.

Uma caixa de papeldo sem tampa deve ter um volume de
3 . . ~ e e . .
32 000 cm”. Determine as dimensdes que minimizem a quanti-

dade de papeldo utilizado.

Um prédio retangular estd sendo projetado para minimizar a

perda de calor. As paredes leste e oeste perdem calor a uma taxa

de 10 unidades/m’ por dia, as paredes norte e sul, a uma taxa de

8 unidades/m’ por dia, o0 piso, a uma taxa de 1 unidade/m” por dia

e 0 teto, a uma taxa de 5 unidades/m’ por dia. Cada parede deve

ter pelo menos 30 m de comprimento, a altura deve ser no mi-

nimo 4 m, e o volume, exatamente 4 000 m’.

(a) Determine e esboce o dominio da perda de calor como uma
fungdo dos comprimentos dos lados.

(b) Encontre as dimensdes que minimizam a perda de calor.
(Analise tanto os pontos criticos como 0s pontos sobre a
fronteira do dominio.)

(c) Vocé poderia projetar um prédio com precisamente menos
perda de calor ainda se as restricdes sobre os comprimentos

das paredes fossem removidas?

53.

54.

55.

56.

Se o comprimento da diagonal de uma caixa retangular deve ser
L, qual é o maior volume possivel?

Trés alelos (versdes alternativas de um gene) A, B e O determi-
nam os quatro tipos de sangue: A (AA ou AO), B (BB ou BO),
O (0O0) e AB. A Lei de Hardy-Weinberg afirma que a propor¢ao
de individuos em uma populagdo que carregam dois alelos dife-

rentes €

P =2pqg + 2pr + 2rq

onde p, g e r sdo as propor¢des de A, B e O na populacdo. Use
o fato de que p + g + r = 1 para mostrar que P é no maximo %

Suponha que um cientista tenha razdes para acreditar que duas
quantidades x e y estejam relacionadas linearmente, ou seja,
y = mx + b, pelo menos aproximadamente, para algum valor de
me de b. O cientista realiza uma experiéncia e coleta os dados na
forma de pontos (x,y), (x,,¥,), . . ., (x,,¥,), € entdo coloca-os
em um grafico. Os pontos ndo estdo todos alinhados, de modo
que o cientista quer determinar as constantes m e b para que a
retay = mx + b “ajuste” os pontos tanto quanto possivel (veja a
figura).

(x;, yi)

(xpy)e o

Sejad, =y, — (mx, + b) o desvio vertical do ponto (x,, y,) da
reta. O método dos minimos quadrados determina m e b de
modo a minimizar Zi"zl df, a soma dos quadrados dos desvios.
Mostre que, de acordo com esse método, a reta de melhor ajuste
¢é obtida quando
m i X, + bn = i y
i=1 i=1

mExf-i—bExi:Exiyi

i=1 i=1 i=1
Assim, a reta é determinada resolvendo esse sistema linear de duas
equacdes nas incognitas m e b. (Veja a Se¢do 1.2 do Volume I para
mais aplicagdes do método dos minimos quadrados.)

Determine uma equacio do plano que passa pelo ponto (1, 2, 3)
e que corta 0 menor volume do primeiro octante.
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= Odlindro #* + y*= L intercepta o plano S0LUCR0 Maximizamos a fungdo f (x,y, z) = x + 2y + 3z sujeita as restri¢cdes

x —y+z=1emuma elipse (Figura 6). O _ _ _ .2 2 __ o 2
X =X +z=1leh(x = x"+ y" = 1. A condi¢do de Lagrange é
Exemplo 5 pergunta o valor madximo de f 9(x,y,2) yTz (x,¥.2) Y ondicao grang

quando (x, y, 2) pertence a essa elipse. Vf = AVg + uVh, de modo que devemos resolver as equagdes
1 =A+2xu
4 2=—)A+2yu
g i 3=2
2 o
x-y+z=1
z 1
0 X+y=1
1 seaERE: Substituindo A = 3 [de (19)] em (17), obtemos 2xu = —2, e entdo x = —1/w. Analoga-
EREEEES mente, (18) dd y = 5/(2u). Substituindo em (21), temos
-2 R S e S SV 1 25
-1 0 1 _ I — 1
y I_Lz 4/-L2

FIGURA 6
e assim p’ = 2, u = £v29/2. Entio x = *2/729, y = %529 e, de (20),

z=l—-x+y=1= 7W29. Os valores correspondentes de f sdo

2 5 7
iE +2(iE)+3(1iE):3i@

Portanto, o valor maximo de fna curva dada é 3 + v29. O

| 14.8] EXERCICIOS
I. Na figura estdo um mapa de contorno de f'e a curva de equacio 3-17 Utilize os multiplicadores de Lagrange para determinar os va-
g(x,y) = 8. Estime os valores mdximo e minimo de f sujeita a lores maximo e minimo da funcdo sujeita a(s) restricao(des) dada(s).

restri¢do g(x,y) = 8. Explique suas razdes. 3. fLy) =2+ys  xy=1

4. f(x,y) =4x + 6y; x2+y2=13
g(x,y)=8 5. fy)=xy; x+2°=6
\ \ o 6. fly)=¢" X+y =16
0 1. fOny,)=2x+6y+ 10z X4y +7=35

8. f(X,y,Z)=8x—4Z; x2+10y2+22:5

y
: 30/x 9. fe,y,)=xz X+2+37=6
\‘/ig/ 10. f(x,y,2) = xzyzzz; e y2+ Z2= |
—————

1. f(x,y,z)=x2+y2+z2; x4+y4+z4=1

/i 2. (a) Use uma calculadora grafica ou um computador para tragar
) e preor b e 12. for,y, 9 =x'+y'+2% Ky +=1
o circulo x” + y” = 1. Na mesma tela, trace diversas curvas

. « _ . 2 2 2, 2
da forma x* + y = ¢ até que vocé encontre duas que apenas 3. fx,y,z,)=x+y+z+rn Xty +z7+r=1

toquem o circulo. Qual o significado dos valores de ¢ dessas 14. f(x,x x)=x +x,+ - +x;
* 12722 00y 1 2 n’

duas curvas? xlz + x: +oet x'zl =1
(b) Utilize os multiplicadores de Lagrange para determinar os .,
valores extremos de f (x, y) = x° + y sujeita 2 restri¢do I5. f.y.=x+2; xtytz=1 yt+z=4

X+ y2 = 1. Compare sua resposta com a da parte (a). 16. f(x,y,2) =3x—y— 3z x+y—2z=0, ¥+ 212 =1

17. f(x,y,2) = yz + xy; xy =1, y2+z2:1
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18-19 Determine os valores extremos de f na regido descrita pela

desigualdade.

18.

19.

Fy=2"+3y—4x—5, X+

Fy=e?, XF+4/<1

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Considere o problema de maximizar a fungdo f (x,y) = 2x + 3y

sujeita a restri¢do Vx + \fy = 5.

(a) Tente utilizar multiplicadores de Lagrange para resolver o
problema.

(b) £(25,0) d4 um valor maior que o obtido na parte (a)?

(c) Resolva o problema tracando a equagao da restricao e diver-
sas curvas de nivel de f.

(d) Explique por que o método dos multiplicadores de Lagrange
falha em resolver o problema.

(e) Qual € o significado de f (9, 4)?

Considere o problema de minimizar a fun¢do f (x, y) = x na
2 4 3_ i

curvay + x — x” = 0 (uma piriforme).

(a) Tente usar multiplicadores de Lagrange para resolver este
problema.

(b) Mostre que o valor minimo € £ (0,0) = 0, mas que a condi¢cido
V£ (0,0) = AVy(0, 0) ndo é satisfeita para nenhum valor de A.

(c) Explique por que os multiplicadores de Lagrange falham em

encontrar 0 minimo neste caso.

(a) Se seu sistema de computagdo algébrica traca o grafico de
curvas definidas implicitamente, use-o para estimar os valo-
res minimo e maximo de f (x, y) = x+ y3 + 3xy sujeita a
(x =37+ - 3’=9 por métodos gréficos.

(b) Resolva o problema da parte (a) com o auxilio dos multipli-
cadores de Lagrange. Use um SCA para resolver as equac¢des

numericamente. Compare sua resposta com a da parte (a).

A produgdo total P de certo produto depende da quantidade L de
trabalho empregado e da quantidade K de capital investido. Nas
Secdes 14.1 e 14.3 discutimos como o modelo Cobb-Douglas
P = bL"K'™* seguida de certas hipGteses econdmicas, onde b ¢ o
sdo constantes positivas e & < 1. Se o custo por unidade de traba-
Iho for m e o custo por unidade de capital for n, e uma companhia
puder gastar somente uma quantidade p de dinheiro como despesa
total, entdo a maximizagao da produgdo P estard sujeita a restri¢do

mL + nK = p. Mostre que a produ¢do maxima ocorre quando

«
L=—p e
m

oo L—ap
n

Em relacéo ao Problema 23, suponha agora que a produgdo seja
fixada em bL°K'~* = Q, onde Q é uma constante. Quais valores
de L e K minimizam a fun¢do custo C(L, K) = mL + nK?

Utilize os multiplicadores de Lagrange para demonstrar que o re-
tangulo com drea médxima, e que tem um perimetro constante p,
¢ um quadrado.

26.

27

Use multiplicadores de Lagrange para demonstrar que o trian-
gulo com drea mdxima, e que tem um perimetro constante p, é
equildtero. [Sugestdo: Utilize a férmula de Heron para a drea:

A=Vs(s — (s — y)(s — 2)

onde s = p/2 e x,y, z s80 os comprimentos dos lados.]

-39 Utilize os multiplicadores de Lagrange para dar uma solu¢ao

alternativa aos exercicios da Se¢@o 14.7 indicados.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

Exercicio 39 28. Exercicio 40
Exercicio 41 30. Exercicio 42
Exercicio 43 32. Exercicio 44
Exercicio 45 34. Exercicio 46
Exercicio 47 36. Exercicio 48
Exercicio 49 38. Exercicio 50

Exercicio 53

40.

41.

7 42.

[5a] 43

Determine os volumes mdximo e minimo da caixa retangular
. e 2 . .

cuja superficie tem 1 500 cm” e cuja soma dos comprimentos

das arestas é 200 cm.

O plano x + y + 2z = 2 intercepta o paraboloide z =x" + y’em
uma elipse. Determine os pontos dessa elipse que estdo mais

proximo e mais longe da origem.

O plano 4x — 3y + 8z = 5 intercepta o cone F=x+ y2 em

uma elipse.

(a) Faga os gréficos do cone, do plano e da elipse.

(b) Use os multiplicadores de Lagrange para achar os pontos
mais alto e mais baixo da elipse.

-44 Ache os valores de maximo e minimo da fun¢@o f sujeita as

restri¢des dadas. Utilize um sistema de computacio algébrica para

resolver o sistema de equagdes proveniente do uso dos multiplica-

dores de Lagrange. (Se seu SCA achar somente uma solucdo, vocé

po
43

44

de precisar do uso de comandos adicionais.)
. fx,y,2) =ye' ox* + 4y2 + 367" = 36, xy +yz =1

Cfy)=xtyt+zn Xy =z, F+7=4

45

. (a) Determine o valor maximo de
fx,x Vxx, X
127220 0 172

X)) = .
dado que x, x,, .

.., X, $80 nlimeros positivos e
x, +x,+ -+ x = c,onde c € uma constante.
(b) Deduza da parte (a) que, se x,, X,, . . . , X, 30 nimeros posi-

tivos, entao
X, tx, - t+x
= n

=

X, -
Essa desigualdade diz que a média geométrica de n nimeros
ndo pode ser maior que a média aritmética deles. Sob que

circunstancias as duas médias sdo iguais?
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46. (a) Maximize 3| x,, sujeita as restrigdes X x' =l e € mostre que
n 2
oy =1,
i1, Ya,b,<VIaVIb
(b) Tome . 3 / / .
para quaisquer nimeros a,, . .., a,,b,, ..., b . Essa desigual-
a b,

=
Il

4

S

-

PROIJETO
APLICADO

i dade € conhecida como a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

CIENCIA DOS FOGUETES

Muitos foguetes, tais como o Pegasus XL, usado atualmente para o langamento de saté-
lites, e 0 Saturno V, que colocou o primeiro homem na Lua, sdo projetados para usar trés
estdgios em sua subida para o espaco. O primeiro e maior estadgio impulsiona o foguete
até que seu combustivel seja consumido, quando esse estdgio € ejetado para diminuir a
massa do foguete. O segundo e terceiro estdgios, que sao menores, funcionam da mesma
forma, colocando a carga do foguete em 6rbita em torno da Terra. (Com esse projeto sao
necessarios pelo menos dois estidgios para que o foguete atinja a velocidade necessdria,
e o uso de trés estagios provou oferecer boa relagdo entre custo e desempenho.) Nosso
objetivo aqui € determinar as massas individuais dos trés estagios, que foram projetados
de forma a minimizar a massa total do foguete e a0 mesmo tempo permitir que ele atinja
a velocidade desejada.
Para um foguete com um tnico estdgio consumindo combustivel a uma taxa cons-
tante, a variacao na velocidade resultante da aceleracdo do foguete foi modelada por
a1 —-Sm
AV = _cln(l __,)
P+ M
onde M € a massa do propulsor do foguete, incluindo o combustivel inicial, P € a massa
da carga, S € o fator estrutural determinado pelo projeto do foguete (especificamente, € a
razdo entre a massa do foguete sem combustivel e sem carga e a massa do foguete com
carga e combustivel) e ¢ € a velocidade (constante) de exaustao relativa do foguete.
Considere agora um foguete de trés estagios e carga de massa A. Vamos supor que as
forgas externas sejam despreziveis e que ¢ e S permanegam constantes em cada estagio.
Se M, € a massa do i-€simo estdgio, podemos inicialmente considerar que o propulsor do
foguete tenha massa M, e sua carga tenha massa M, + M, + A; o segundo e terceiro es-
tdgios podem ser tratados da mesma forma.

I. Mostre que a velocidade atingida depois que os trés estdgios sdo ejetados € dada por
M, +M,+M+A 1(M2+M3+A M, + A
il 2228 -

+ In| ———
SM, + M, + M, + A SM, + M, + A SM, + A

v, = c|In

!

2. Desejamos minimizar a massa total M = M, + M, + M, do propulsor do foguete su-
jeita a restricao que a velocidade desejada v x do Problema 1 seja atingida. O método
dos multiplicadores de Lagrange € apropriado, mas € dificil implementa-lo usando as
expressoes de que dispomos até aqui. Para simplificar, definimos varidveis N, de modo
que a restri¢ao possa ser expressa como v, = c¢(InN, +In N, + In N,). Como € difi-
cil exprimir M em termos dos N, € desejdvel usar uma fungdo mais simples, que ao
ser minimizada leve também a minimizacao de M. Mostre que

M, +M,+M,+A  (1-9N,
M,+ M, +A 1 — SN,

M,+M,+A (1-9N,
M, + A 1— SN,
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19. Horizontal em (+v?2, +1) (quatro pontos), vertical em (£2, 0) EXERCICIOS 10.3 = PAGINA 614
21, (06,2):(5-6 %) I () ®)
23. 25.y=x,y = —x

75

~8st I3 (2,77/3), (=2, 4m/3) (1,57/4), (— 1, m/4)
-1 (©)
27. (a) d sen 0/(r — d cos ) 29.(1%,2), (-2, —4) I
31. mab 33.3—¢ 35. 27 + wd (-1.3)
37. (V1 +4fdr~3,1678
39. [7V3 —2senr—2cosrdr~100367  41.4V2 -2 (1,37/2), (=1, 57/2)
43. —V10/3 + In(3 + v10) + v2 — In(1 + V2) 3. (a (b)
45. V2 (" —1)
8 (1. m /\W o
0 s
(2-%)
(—1,0) (—1,V3)
—=25 ) 25 (C)
47. S+ 11 —¢° N
21 \T
[ZN
\\.‘;
(-2%)
V2, -V2)
5. (a) (i) (2v2, 7m/4) (i) (—2v2, 37/4)
~Ix 2 ®) () (2,27/3) (i) (=2, 57/3)

49. 6123053  51.6V2,42 ' s ' o=7
55. () @ t € [0, 4] =1 74“ ol N

J o= 1=
15 ; \\r:3
r=2 — N\
(b) = 294 VN
R o ;]
57. [ 2a(F + De'VeX(t + 1)+ 2t + 2) dt = 103,5999 </
59. w247 V13 + 64) 61. tma’ 63.59,101 g 57
3
24 1
65. Sm(949 V26 + ) 71. 5 13. 23 15. Circulo, centro O, raio 2



3 3 . 3
17. Circulo, centro (0, 5 ), raio 5

19. Reta horizontal, 1 unidade acima do eixo x

2l. rsen =5 23.r = —cotg 6 cossec 0 25.7 =2c cos 0
27. ()0 =w/6 (b)x=3
29. 31.
(12)
0
0=—7%¢ 0
33. 35.
0
37. 9= 39.
7 2
8 1
5 4
6 3
41. 43.
S T
=6 =%
\\\0" -7
o_zl m
45. 47. =3 0=3
\ /
\ /
\ /
\ /
3, m) (3,0
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
49. 2 51.
[
[
1+ |
I
12,0 ©,0)
. T
o 1 I
I
53. | 55. (a) Parac < —1, 0 lago
! interno comega em
: 6 = sen”' (—1/c) e termina em
o[\ 6 =7 — sen ' (—1/c); para
: ¢ > 1,ele comeca em
| _
I 6 = a + sen ' (—1/c) e termina
em 6 = 27 — sen ' (—1/c)
57. V3 59. —7r 61.1

63.

65.

67.

APENDICES ||| A67

Horizontal em (3/V2, m/4) (=312, 3m/4); vertical em (3, 0),
(0, 7/2)

Horizontal em (2, 7/3), (0, m) [0 polo], e (2, 57/3); vertical em
2,0), (%, 2m3), (3, 47/3)

+ lzﬁ, a),

Horizontal em (3, 7/2), (1, 37/2); vertical em (12
(l + —12\@77 - a) onde @ = sen”' (—% + —;x/g)

2

69. Centro (b/2, a/2), raio Va®> + b*/2

71.

75.

77.

79.

2, 35

T

2.6 25

7

7

=7

—34

=

Por rotacdo anti-hordria de um angulo 77/6, 7/3, ou a em torno

da origem.
(a) Uma rosdcea com n lagos se n for impar e 2n lagos se n for par

(b) O ntimero de lagos é sempre 2n

. Para0 < a < 1,a curva € oval e ela desenvolve uma covinha

quando a — 1 . Quando a > 1, a curva se divide em duas par-

tes, uma das quais tem um lago.

EXERCICIOS 10.4 = PAGINA 620

1.
9.

710240 3.w/12 ++3 5. 7/6 7.4
9
nu 1. 4
o
. 15. 37

\%’\/
3
=T
0=
p
-
_
=3 3
-3
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17. +7 19. =7 27— 3V3  23.im+ 13
- 2 2
X
25. (47/3) + 243 27. 7 29. 27— 13 15. (1,=3),(1,=v5) 17. i y? 1,focos (0, =v/5)
y
3. Lo 33.1 142 35. L (7w + 3v3) Y
37. (2, 7/6), (2, 5m/6), e 0 polo
39. (1,6) onde 6 = 7/12, 57/12, 137/12, 177/12 e (—1, 6) onde -\ i
6 = 7m/12, 117/12, 197/12, 237/12 .
1 (1-3)
41. (—2\/37,77/3),eop010
43. Intersec¢do em 6 =~ 0,89,2,25; drea~ 346 45. 7 19. (+12,0),(*13,0), 21. (0, £2), (0, t2«/§),
_ 5 _
471. L ((7+ D -1 49. 29,0653 51.9,6884 y=Enx y=*x
53. 2 55. (b) 27(2 — V2) . N\ ' /
S \\ //y=x
1 - Y=nx _ N v
\\\ // N2 //
—r<_ A X /
/// 0 12/N\\\ /92 AN *
// \\
—0,75 1,25 // \\
7, N
C\/ ’ \
23. (4,-2),(2,—2);
- (35, -2); T\ /
\ /
y+2==*2(x—3) \ /

EXERCICIOS 10.5 = PAGINA 626

L (0,0),(20),x=~-1 3.(0,0),(0, —Y),y=L —G

y 65, -1 (§+6,—2)
I
("”1]?)
25. Pardbola, (0, —1), (0,— 4°)
5. (<2,3,(-2,5,y=1  7.(=2,—1),(=5,~D,x =1 27. Blipse, (+V2,1), (x1.1)
ye o
| 29. Hipérbole, (0, 1), (0, =3); (0, —1 £v5)  3L.x"= —8y
|
| 33 Y= —12(x+ 1) 35.)" = 16x
: 2 2 2 _ 4 2
(=5, ~1)e 0 | X 37. x_ + y_ =1 39. x_ + u =1
o | 25 21 12 16
|
| 2 Y 2 2
:x:] 41. (x+1)+(y 4):1 43'x__y_:1
12 16 9 16
9. x= —yz,foco (—% ,O), diretriz x = L4
1. (+4,0), (+2V3,0) 13. (0, £5), (0, +4) g5, O @43 X Y
R R 25 39 9 36
2 fpcos 3
Xz ?
49. +—2 =
—4 0 4 x 3763 600 3753 196
) -3 0 3 x
xZ 2
51. (a) -2 - (b) = 320 km
s 32400 57 600

55. (a) Elipse (b) Hipérbole (c) Nenhuma curva



59. 9,69

6l.

bc

a

— +abIn

EXERCICIOS 10.6 = PAGINA 634

(b+

a

c

)onde c=d+ b

1
1 — 2 sen(6 — 3m/4)

d)yr=

APENDICES ||| A69

42 15
. r=—=" 3= D
4 + 7sen 6 4 — 3cos 6 >
8 4 19. Acelipse é quase circular quando
5. r=—"m"m"m 1.r=—"— £ Dréxi
1 —sen® 2+ cos 0 e estd proximo de 0 e se torna
) mais alongada quando e — 1 .
%. @1 (b) Parébola ©y ; 1 Em e = 1, a curva se torna
CY @® 3 uma pardbola.
1 m 8
B 15, - 220010
+ 0,093 cos
PN
¢ 27. 3564AU  29.7,0 X 10"km 31.3,6 X 10°km
CAPITULO 10 REVISAO = PAGINA 635
Testes Verdadeiro-Falso
1. (a) L4 (b) Elipse (c)y=-12 I.Falso 3.Falso 5. Verdadeiro 7.Falso 9. Verdadeiro
(d) .
(47) Exercicios
f\ lLx=y—8y+12 3.y = l/x
3.m\0 /6.0 R y
(%377) 0,6),1=—4
y=—12 6. 1), (1,1),0=0
_______________ \il
13. (a) 5 (b) Elipse ©x=73 —_—
X
(d) Y
(21) g 5. x=ty=vVrx=1,y=7;
22 : x=tdny=tgr,0=<t<m/2
e D\eo |
k_(i . 1. (a) (b) (3v2, 37/4),
G I K (—3v2, Tm/4)
272 |
l oo
I 3
0
5. (a)2 ©x=—1%
(d)
(—2,2V3)
9. .
9T
& e
= (1,0)
(2, m)
k/o
17. (@)2,y=—1 (135)
13. I5. -
. (33
1 AN / o
@.m 2.0 LT
0, ____74__\_\_\__'_1
(%)
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17. r=; 19.
cos O + sen 0

-0,75
21. 2 23. -1
25. 1+sent,1+cost+s§nt 27.(%’%)
1+ cost (1 + cost)
29. Tangente vertical em y
(’%a,iiz 3a),(—3a,0); |
tangente horizontal em
1 3
(a,0),(=3a.5v3a) (~3a,0) ) (@,0)
0 X
31. 18 33. (2, =a/3) 35. S (m— 1)
37. 25v5 - 1)

W+ 1 —Var + 1 i 27 + VAP + 1

39.
21 T+ VP + 1

41. 471 2957/1 024

43. Todas as curvas tém a assintota vertical x = 1. Parac < —1, a
curva se curva para a direita. Em ¢ = —1, a curva ¢ a reta
x = 1.Para —1 < ¢ < 0, ela se curva para a esquerda. Em

¢ = 0 hd uma cispide em (0, 0). Para ¢ > 0, existe um lago.

47. (—2,3),(—1,3)

24°

45. (+1,0),(*3,0)

0| X
xZ 2 2 x2
49. =+ L = 51, 2 - L -
25 9 725 8/5
X (8y — 399) 4
53 — + 222 - 55.r= ————
25 160 801 3+ cos 6

57. x = a(cotg § + senfcos ),y = a(l + sen29)

PROBLEMAS QUENTES = PAGINA 638
I. In(m/2)

3. [- 33, W3] X [-1,2]
5. @Em(0,0)e(3,3)

22

(b) Tangentes horizontais em (0, 0) e (%/5, %/4_1); tangentes verticais
em (0,0) e (V4,%/2)
() v (@ 3

CAPITULO 11

EXERCICIOS 11.1 = PAGINA 649
Abreviagoes: C, convergente; D, divergente
I. (a) Uma sequéncia é uma lista ordenada de nimeros. Ela tam-
bém pode ser definida como uma fungéo cujo dominio € o
conjunto dos inteiros positivos.
(b) Os termos a _tendem a 8 quando 7 se torna grande.
(c) Os termos a se tornam grandes quando 7 se torna grande.

3. 08,096,0992,0,9984,099968 5. -3 —L+ L L

’2 2° 8 40

7. 3,59,17,33  9.a,=12" Il.a,=52—3

13. 4, = (~2) 154224 2 & yes; 4
17. 1 19.5 21. 1 23.1 25.0 27.D
29. 0 31.0 33.0 35.0 37.1 39.¢°
41. In2 43.D 45.D 47.1 49. <

2

51. D 53.0

55. (a) 1060, 1 123,60, 1 191,02, 126 248, 1 338,23 (b)D
57. —1<r<l1

59. Convergente pelo Teorema da Sequéncia Monétona; 5 < L < 8
63. Nio mondétona; ndo

69. 5 (3 +V5)
(b)9, 11

61. Decrescente; sim
65. Decrescente; sim 67.2

71.(b) 2 (1 +5) 73.(2) 0

EXERCICIOS 11.2 = PAGINA 658
I. (a) Uma sequéncia é uma lista ordenada de nimeros enquanto
uma série € a soma de uma lista de nimeros.
(b) Uma série é convergente se a sequéncia das somas parciais
for uma sequéncia convergente. A série € divergente se ela

w )
10

nao for convergente.

3. —2,40000, —1,92000,
—2,01600, —1,99680,
—2,00064, —1,99987,
—2,00003, —1,99999,

1
|
(5,)
—2,00000, —2,00000; e e
convergente, soma = 2 )
-3




5. 155741, —0,62763, 2
—077018,038764, | PR T o
~2,99287, —3,28388, @) .

—241243, —9,21214,
—9,66446, —9,01610;
divergente

-10

7. 0,29289,042265,
0,50000, 0,55279,
0,59175, 0,62204,
0,64645, 0,66667,
0,68377,0,69849;

n)

convergente, soma = 1 e ,(“")_ . .

. . .

9. (@C ®D 1.9 13.D 15. 60 7.
19.D 21.D 23.D 25. 2 27.D 29.D
31. D 33.¢/(e — 1) 35. 3 37.% 39.¢— 1

41. % 43.1 138/333 45. 41 111/333 000

1

1 1.
49.—:<x< )

47. —3<x<3; 3’“

- X 1 —4x

2

51. Todox; ——— 53.1
2 —cos x

55. a, =0,a, = ————paran>1,soma = 1

nn+1)
57. (@S, = @ )5 59.13-1)

—-c

1 R
63, —— 65. A série € divergente.
n(n + 1)

71. {s, } € limitada e crescente.

73. ()0 Lz 127384

5929% 37 32929

75. (2) 5, %550 100 W ©1

EXERCICIOS 11.3 = PAGINA 667
I. C y

3. € 5C 7.C 9.D 11.C 13.D 15.C

17.C 19.C 21.D 23.C 25.C

29. p<—1 31. (1, )

33. (a) 1,54977,erro < 0,1
() n>1000

27.p>1

(b) 1,64522, erro < 0,005
35.0,00145 41.b < l/e

APENDICES ||| A71

EXERCICIOS 11.4 = PAGINA 672

I. (a)Nada b C 3.C 5.D 7.C 9.C
1. C 13.C 15.C 17.D 19.D 21.C

23. C 25.D 27.C  29.C 3I.D

33. 1,249,erro < 0,1 35.0,76352, erro < 0,001

45. Sim

EXERCICIOS 11.5 = PAGINA 677

1. (a) Uma série cujos termos sdo alternadamente positivos e ne-

gativos (b)0<b <b elim__b =0,ondedb = la|

©IR|<b,,

3. C 5.C 7.D 9.C 11.C 13.D

15. C 17.C 19.D

21. 1,0000,0,6464, !
0,8389,0,7139,0,8033,
0,7353,0,7893,0,7451,0,782 0
0,7505; erro < 0,0275 @)

6o

-1
23. 5 25.4 27.09721  29.0,0676
31. Uma subestimativa 33. p ndo ¢ um inteiro negativo

35. {b } ndo € decrescente

EXERCICIOS 11.6 = PAGINA 683
Abreviagoes: AC, absolutamente convergente; CC, condicional-
mente convergente

I. (@D (b)C (c) Pode convergir ou divergir

3. AC 5.CC T7.AC 9.D 11.AC 13.AC
15. AC 17.CC 19.AC 21.AC 23.D

25. AC 27.D 29.D 3l.(a)e(d)

35. (a)2 ~ 0,68854, erro < 0,00521

960

(b)n = 11,0,693109

EXERCICIOS 11.7 = PAGINA 686

I. C 3.D 5.C 7.D 9.C 1.C 13.C
I5. C 17.D 19.C 21.C 23.D 25.C

27. C 29.C 31.D 33.C 35C 371.C

EXERCICIOS 11.8 = PAGINA 691
I.  Uma série da forma ¥ ¢ (x — a)", onde x é uma varidvel e a

ec, sd0 constantes

3. L[-L1]  5.1[-L1] 7., (—®, )
9. T.(-7.%) 1M.5(-314 13.4,(—4,4]
15. 1,[1,3] 17. 5. [-5. = 5) 19.%, (==, )
21. b,(a—b,a+b) 23.0, {3} 25. 4. [—3.0]
27. @, (—%,%) 29.(a)Sim (b)Nao 314 33. Nio

35. (@) (—==,*%)
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(b, (©

37. (=1, ), f () = (1 + 20)/(1 — x°) 41.2

EXERCICIOS 11.9 = PAGINA 697
1. 10 3.5 (=D)L (=1,1)

n=0

522 — ", (—3,3)

7.3 (71)"ﬁx2”“,(73,3) 9.1+23x,(~1,1)

n=0 n=0

. EO [(—1)”“— 2,}+1 ]x”,(—l, )
3. @3 (—1'(n+ DR =1

(b) % S (= 1Y'(n + 2)(n + D', R = 1
n=0

(c) iﬁ (—D'n(n — Dx",R=1
2 n=2

I5. n5-3 ~— R=5 "R=2
n=1 }15 n=3 2
19. S (—1Y'—— @ R =4
Py 16n+]
025 B
p
s, I\ s
f
5, N
4 4
5] %
f
ss"' 5,
\ J
5 -0.25
% 2n—1
.Y 2 R=i
n=0 2n + 1
S,
3 X3\ / 2/ i
174
v
-2 2
7
Y

o 2
2. C+3

n=0 8n +

,R=1
2

2n—1

5. C+Y (—1)”“4"2
n=1

,R=1

27. 0,199989
33. (b) 0920

29. 0,000065 31.0,09531
37.[-LIL[-1 D, (=1L 1)

EXERCIiCIOS 11.10 = PAGINA 709
1. by=r"G)8!

n=0
5. E (n+1)x R=1
= X
7. 1)" = o0
DT
© n © 2n+1
9 S R=w [ T . i—
n=0 n! n=0 2n + 1)!

13. 7+5(x—2)+(x—2),R=
o 3

15. S S (x—3),R=

nOI’l‘

17. 3 (71)”+1L (x—m)",R=o

n=0 (211)'
g p1:3-5--.-- @2n—1) .
19. 3 (—1 R=
9 ng()( ) 2n . 32n+] n! ( 9) ’ 9
25 1+ 4y gy 3 Cn=3) g
2 n=2 znnl
27. 20( et et p 1n)+(:1’+ D r=2
- 772n+1
29. 3 (-1)' —x""" R=w
=0 @n+ 1)!
31. S 2+1x",R:00
n=0 n!
33. % (-1 MR =0
E ( 2"(2 !
3B Lt 3 (-~ B2 @n= D)o
2 = n!23n+1
© 2n—1
37 S (—1) i R =
= (2]1)'
39. — ,R =
205 (2n)'

.5+ DX R=1

2



% 1\t
4]1. () X',R=c
i=0 (n — 1)!
6
g
-3
TI
T2 T4 To
. Tz f J
Al °
T4 TS T()
43. 0,31873
45. (a)1+21.3.5 ..... (2n_1)x2n
n=1 2"n!
(b x + 135 @n=1) o
=1 2n + 1)2'n!
- x6n+2
47. C + (-1)) ——— ,R=»
,20 6n + 2)(2n)!
49. C+ 7Y (—1)”;;8”,1% =o 51.0440
n=1 2n(2n)!
1 1 3 2 25 4
53. 0,40102 55. 5 57..% 59.1 — x" +x
61 1+17+ 1y 63.¢"
65. 12 67.68— 1
EXERCICIOS 11.11 = PAGINA 718

@T,x)=1=T,T,x) =1-x"=T,x),
T, =1— 2+ =T,(x),

—1_ 12 1.4 _ 1 6
T6(x)—1 i e 0 X

T4=T5 2

9.

APENDICES ||| A73

(b) X f To = Tl Tz = T3 T4 = Ts Ts
% 0,7071 1 0,6916 | 0,7074 | 0,7071
% 0 1 —0,2337| 0,0200 |—0,0009
T —1 1 —39348| 0,1239 |—1,2114

(c) A medida que n aumenta, 7' (x) passa a ser uma boa aproxi-

magdo para f (x) em intervalos cada vez maiores.
=D — 56—+ 36— 1)’

2

N

1.3
X +ox
16
-1 1
T3
! “16
2 3
x — 2x + 2x
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21.

27

31.

. Ts(x)=1—2(x——

D@2+ S-S —4 (b)) 15625 x 10’

@I+ S D —5 = D'+ S — 1D (b)0,000097

@1+ 5" (6)00015  19.(a) 1 +x*  (b)0,00006
@x—w' (00042  23.0,17365 25. Quatro
. —1,037 <x < 1,037 29. —0.86 < x < 0,86

CAPIiTULO 11 REVISAO ® PAGINA 721
Testes Verdadeiro-Falso

l.
9.
17
Ex

13.

25.

37.

41.

45.

47.

51.

53.

55.

57.

Falso 3. Verdadeiro 5. Falso 7. Falso
Falso 1. Verdadeiro  13. Verdadeiro  15. Falso
. Verdadeiro 19. Verdadeiro
ercicios
5 3D 50 7.7 9.2 1.C
C 15D 17.C 19.C 21.C 23.CC
AC 27.5;  29.m/4 3l.e‘ 3509721
0,18976224 erro < 6,4 X 10’

4,[-6,2) 43.05,[2.5,3.5)

LS ool (2 e =)
2 n=0 2n)! 6 2n + 1)! 6

S (=)W R=1 49.5  R=1

n=0 n=1 n
8n+4
X

[Nh
i

Il

8

Qn+ 1

3
]
=)

+§l.5.9 ..... (4”_3)x"
n=1

N =

C+nlxl+ 3 =

n=1n-n!

@1+ 30— D—1@— D+ x—1)

21 m, ndo 37. (c) Eles diferem por cerca de 8 X 10~° km.

(b) (c) 0,000006

PROBLEMAS QUENTES = PAGINA 725

15!/5! = 10,897,286.400

3. (b)0sex=0,(1/x) — cotg x se x # ki, k inteiro
5. (a)s, =3-4"1 =1/3",p =4"/3" ©=V3
9. (—1,1), 4 tx .In

(1—x
13. (a) pym(e " — ™) (b) o
CAPITULO 12

EXERCICIOS 12.1 = PAGINA 732

l.
5.

23.
25.

27.

29.
31

33.

(4,0,-3) 3.Q;R
Um plano vertical que
intercepta o plano xy na
retay=2—x,z=0

(veja o grafico a direita)

|PO| = 6, |OR|= 2510, |RP| = 6; triangulo isésceles

(a) Nao (b) Sim

XD+ 1) =16

OG-+ @E@+1)Y=16,x=0

L =3 (=8 +(z—1)’=30
. (3,-2,1)5
(35032 19. (b)2, V94, S V85

2 202

L@@ =2+ G +H3+ (- 6=36

) (x—2 '+ +3+@Ez—6 =4
©@—2'+@+3’+Ez—6=9
Um plano paralelo ao plano xz e quatro unidades a esquerda dele

Um semiespaco consistindo em todos os pontos a frente do
planox =3

Todos os pontos sobre ou entre os planos horizontais z = 0
ez=06

Todos os pontos sobre ou dentro da esfera com raio V3 e centro O
Todos os pontos sobre ou dentro do cilindro circular de raio 3 e

€iXx0 Nno eixo y
0<x<5 35 FP<xX+y+7<Kk
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37. (@2, 1,4 (b) 33. T, = —196i+392j,T,~196i+392j

35. +(i+ 417 37.0
39. (a),(b) ds=21=5

7

39. 14x — 6y — 10z = 9, um plano perpendicular a AB

EXERCICIOS 12.2 = PAGINA 740
41. Uma esfera com raio 1, centrada em (xu, Voo zo)
I. (a) Escalar (b) Vetor (c) Vetor (d) Escalar

3. AB =DC.DA = CB,DE = EB, EA = CE EXERCIiCIOS 12.3 = PAGINA 747

. @ (b) u-v I.  (b), (), (d) tém significado
u+tv v 3. 14 5. -5 .32 9.-15
\4

1. u-v=i2,U‘w=——;
(9 — 4T oS
I5. cos”' ~ 05° 17. cos =~ 81°
( 20 ) (VIOIS)

© v+w

N

19. cosfl(_—]) = 101° 21.45°,45°,90°
7. a=(—4,-2) 27
’ AQ.3) 23. (a) Nenhum dos dois (b) Ortogonais
(c) Ortogonais (d) Paralelos
. 25. Sim 27. (G — j — K)AV3 [ou (=i + j + KWV3]
. 0 X 29. % % %;65", 56°,45°
. a=(2.0,-2) 3. 22,573,657, 149
. y 33. 13, I3, 1V/3; 55°, 55°, 55°
A0,3,1) 6.2 35. 3,8, -9 3.3 (4i %)
s 39. IV215i—5j+5k
5,2) 43. (0,0, —2@) ou qualquer vetor da forma (s, ¢, 3s -2v10 ),
0 x s,teR
15. (0,1, —1) 45. 144] 47.560 cos 20° =~ 5261 49.%
] 51. cos '(1V/3) = 55°
012 EXERCICIOS 12.4 = PAGINA 754
0,0,-3)
I. 2i—j+3k 3.15i—3j + 3k 5.5i—j+ 3k
. | 7. t'i—-20j+rk 9.0 I i+j+k
13. (a) Escalar (b) Sem significado (c) Vetor
17. (2, -18),(1, ~42), 13,10 (d) Sem significado (e) Sem significado (f) Escalar
19. —i ;‘] + 2ké_4i it 9k,\ﬂ,\/§ I5. 24;entrando na pagina 17.(5, —3,1),(—5,3,—1)
Y . 23.5i—5j+5k 19. (=216, — 16, IV ), (26, 16, — 16 )

27. 16 29. (a) (6,3,2 b)~
25. (2,2V3) 27. ~1532 m/s, ~12,86 m/s @(6.3,2) ®)

— 1./
29. 100V7 =~ 2646 N, =139,1° 31 @13, -14,5) (6) 7390

31. /l 250 = 35.4 km/h. N§°W 33. 82 35.3 39. 10,8 sen 80° = 10,6 N-m
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41. = 417N 43. (b)V97/3 (c) Cilindro parabdlico com a geratriz paralela ao eixo x
49. (a) Nao (b) Nao (c) Sim 3. Cilindro eliptico 5. Cilindro parabdlico

EXERCICIOS 12.5 = PAGINA 763

I. (a) Verdadeiro (b) Falso (c) Verdadeiro (d) Falso
(e) Falso (f) Verdadeiro (g) Falso (h) Verdadeiro
(i) Verdadeiro (j) Falso (k) Verdadeiro

3. r=(—2i+4j+ 10K + #3i +j — 8 K);
X=-2+3y=4+17=10—8¢
5. r=@{+6k)+(i+3j+k;x=1+1t,y=3t,z7=6+1¢

7.

7. x=1-5,y=3,2=2-2; x__sl = %,y=3
9. x=2+2y=1+3tz=3—4%

(x—2)2=2y—2=(z+3)(—4)
. x=1+6y=—1+2tz=1+t;x—1=@G+D2=z—1
13. Sim
I15. (@ (x— D/(—1) = +5)/2=(2—6)/(-3)

(b) (1, =1,0).(= %0, — 2,0, =3, 3) 9. (@x= k,yz - zz =1- kz, hipérbole (k # =1;
17. r() = Qi—j+4K +1Qi+7j-3K0<r<1 y= ko — o= 1=k, hipérbole (k 7 = 1:

z=k,x+z =1+ k", circulo

9. Paralelas 21. Reversas (b) O hiperboloide ¢ girado de modo que ele tenha eixo no eixo y
23. —2x+y+5z=1 25.x+ty—z=-1 (c) O hiperboloide ¢ transladado uma unidade na direcdo do
27. 2x —y+3z=0 29.3x — 7z = -9 eixo y negativo
3l. x+y+z=2 33. - 13x + 17y + Tz = —42 1. Paraboloide eliptico com eixo no eixo x
35. 33x + 10y + 4z =190 37.x— 2y +4z=—1 )
39. 41.

Z

(5,0.0)

X

43. (1,0,0) 45.(2,3,1) 47.1,0, —1
49. Perpendiculares 51. Nenhum dos dois, = 70,5°
53. Paralelos

5
55. ()x=1,y=—1,z=1 b)cos '[—=] = 15,8°
@x=1,y (b) (3@)

57 x=l.y-2= ¢ 15. Hiperboloide de duas folhas 2

59. x+2y+z=5 61. (x/a) + (y/b) + (z/lc) = 1

63. x=3t,y=1—t,z=2—2t

65. P, e P, sdo paralelos, P, e P, sdo idénticos '
67. V61/14 69. % 71.5/2V14) 75. IV6 X

EXERCICIOS 12.6 ® PAGINA 771

1. (a) Parabola
(b) Cilindro parabdlico com geratriz paralela ao eixo z
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17. Elipsoide 41.
19. Paraboloide hiperbolico
43. 45. —4x = y2 + zz, paraboloide
2 2 2
7. @) ———+ —2—— L =
(6378.137) (6378,137) (6 356,523)
(b) Circulo (c) Elipse
51.
21. VII 23. 11 25. VI 27. VIIL &>
X : 7 o’t’i&‘%
29, — — y_ + — =1 2 \§§§\- ‘§§§§§§’:‘:’:‘:‘4"m A

9 4 36

BN
SIS
v‘:“:‘\“ts‘{s\
s
::\:::‘\\\‘s:‘\\‘ —1
o /

S
S
SRROSSS
NS

Hiperboloide de duas folhas

com eiXo0 No €ixo z

CAPIiTULO 12 REVISAO = PAGINA 773

Testes Verdadeiro-Falso

I. Verdadeiro 3. Verdadeiro 5. Verdadeiro 7. Verdadeiro
9. Verdadeiro Il. Falso 13. Falso 15. Falso

17. Verdadeiro

2
3. — =2 4
6 3

SIEN

Paraboloide eliptico com vértice
(0,0,0) e eixo no eixo x Exercicios
I @@+ 1D)’+G—2+Ec—1)’=69
B G—2+@E—1’=68,x=0
(c) Centro (4, —1, —3),raio 5

3. u-v=3v2; |u X v|=3v2; para fora da pigina

_ 2
33, 2+ Y 42) +(z-3’=1

Elipsoide com centro (0, 2, 3) 5. —2,—4 7.(a)2 (b) =2 (c) =2 @o
9. cos () =71° 11.(a) {4, -3,4)  (b)V412
13. 166 N, 114N

I5. x=4-3t,y=—-1+2t,z=2+ 3t
17. x=—2+2t,y=2—1,z=4+5¢
19. —4x+3y+z=—-14 21.(1,4,4)

35. 0+ 1Y=x—-2"+@—1)

Cone circular com vértice

(2, —1, 1) e eixo paralelo 23. Reversas 25.xt+ty+tz=4
a0 eix0 y 27. 22126
29. Plano 31. Cone
z
37. 39.

7
I
/7%7[%""‘,
CHITHIERD
—

2
2R
2N
D\
'0:0:\\

0N

4 NN

4 IR
—

0
y 44 X
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33. Hiperboloide de duas folhas 35. Elipsoide 29.

37. 4)62-|-y2-|~z2 =16

PROBLEMAS QUENTES = PAGINA 776 31
. /3-15m
3. @G+ DA=20=0=c—1)= (-l +1)

X +y=r+1,z=t1 (c) 4m/3
CAPITULO 13
EXERCICIOS 13.1 = PAGINA 784
1. [L,5] 3. (1,0,0) 5.i+j+k 33.
7. 9.

y

37. r( = ti+ (- Dj+ 57 + Dk

39. x=2cost,y=256nt,z=4coszt 41. Sim

EXERCICIOS 13.2 = PAGINA 789

z I. (a) y
ONR
. 45 r(4.5)—r(4)
l__
. > r(4.2)
r42)-r(4)
P
15. r(t) =(t,21,300<r<l;x=t,y=2t,z=31,0<t<1 @
17. r() = Bt + 1,2t — 1,5t + 2),0 <t < 1; 0 ' x
x=3t+1,y=2t—1,z=5t+2,0<tr=<1
b), (d
19. VI 211V 23.V (b). (d) P,
25. 27. (0,0,0),(1,0, 1) 02
r(4,5)- ()
0,5
y
AR
r(4.5)
14 0
r(42) T
P
r(4)
0 ; x




-1 r(4+h)—r(4);T4 _r®
@@ =lim == == T = - O
3. (b)r'() = (1,21
5. (a),(c) 7.(a),(c)
y y
(§:2)
/0\ "(%)’ (0)
\ j @ ORI Al
0 1 X

® '@ =costi—2sentj (bY@ =_¢i+3e"j

9. r'(f) =(tcost+ sent,2t,cos 2t — 2t sen 2t)

1L r'() =4k 13. r'(f) = 2te" i + [3/(1 + 30 k
15. r'() =b + 2r¢ 17. (15262, 67262, 17/262)
19. 2j++k

21. (1,24,37), (114, 214, 3W14), (0, 2, 61), {6, —6t, 2)

23. x=1+5n,y=1+4t,z=1+3t

25. x=1—-ty=tz=1—1t

27. x=t,y=1—tz=2t

29. x=—7w—t,y=mw+t,z=—mt

31. 66° 33.4i—3j+5k 35.i+j+k

37. di+Fj+(@nt—Dk+C

39. Fi+rj+G- Ak

45. 2tcost+ 2sent — 2costsent

EXERCICIOS 13.3 ® PAGINA 797

1. 20v29 .e—¢! 5.5 (137 —8)  7.153841
9. 12780 1. 42

2 3 4
13. =—si+ |l ——=s)j+(5+—=s)k
risn = g s ( x/2—9s)J ( \/2_95)
I5. 3sen1,4,3cos 1)

17. (a) {(2V29) cos 1, 5W29, (2IV29) sen 1),
(—sent,0, —cos 1) (b5

19. (a) (", 26, 2)/(F + 2), (21,2 — £, =200/(F + 2)
21, 2/(4r + 1) 23.
27. 2/(4x" — 8 + 5)” 29. 15vx /(1 + 100x%)"

31. (f%ln 2, l/x/E); tende a 0 33. (P (b)1,3,07

(b) 2/(7 + 2)

1 /19
25. S/

14

APENDICES ||| A79

35. 4

37. aéy=f(x),béy = k(x)

y=kK(x)
\\‘
—4
2 _
39. k(1) = 6v4 cos’t — 12 cos ¢ + 13

3/2

(17 — 12 cos 1)

UUU\ multiplos inteiros de 27

0 2 4 6w !

K(1)

a6 a5 (-5 5 - (5 50)
45. y=6x+ m,x + 6y = 67
A1 (et = B (-3t

49. (—1,-3,1) S57.2((+47+1)
59. 2,07 X 10" A ~=2m

EXERCICIOS 13.4 = PAGINA 805

I. (a18i—38j—07k,20i—-24j— 00k,
281+ 18j—03k,281i+0,8j —04k
(b)24i—-08j —05k,258

3. v()={11) y
a(n = (2,0) on| 2
vl = V42 + 1 a(l)

5. v(t)=—3senti+ 2cost]

a(t) = —3costi—2sentj 0.2~ =06 (3.3)
[v(t)] = V5 sen’t + 4 ﬁ ERWEL
aG) o
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7. v()=i+2tj
a(n =2j
Ivit)| = V1 + 42
9. (1,24,3£),{0,2,60), V1 + 42+ 9
I V2i+ej—e'kej+e'ke+e’
13. €'[(cost —sen i+ (sent+ cosf)j+ (¢ + DK],
e'[—2senti+ 2costj+ (t+ 2K], eVt +2t+ 3
I5. vy =ti+2tj+kor@®)=(5F+1)i+rFj+rk
17. (@@ = (5 + )i+ (¢ —sent+ Dj+ (57— jcos2r)k
(b)
19. 1=4 2Lr(n) =ti—tj+ 30K, V)| = V257 + 2
23. (a) =22 km (b) = 32 km (c) 500 m/s
25. 30 m/s 27.=~102,= 798
29. 13,0°<6<36,0°554°<60<855°
3l. (a)16m (b) = 23,6° rio acima
20 12
J 40
of |40 l
—4 —12
33. 61,6 35.0, 1 37.¢— e ' V2
39. 4.5 cm/s’, 9.0 cm/s” 4a1.1=1
CAPITULO 13 REVISAO ® PAGINA 809
Testes Verdadeiro-Falso
I. Verdadeiro 3. Falso 5. Falso
7. Verdadeiro 9. Falso I 1. Verdadeiro
Exercicios
l. (a)

(b)r'(t) =i — msenwtj + 7 cos mt Kk,

r'(f) = — cos mtj — 7 sen mwr k

21.

r(f) =4costi+4sentj+ (5 —4cosnk,0=t=<2m
Si— @) j+ Qmk 7.86,631 9. w2

@@L DNA+ A+

) 21,1 — 1, =26 — OWE+ 4+ 26 + 57
©VE+ 40+ 27+ 52/ + £+ 1)

12/17°7 I5.x =2y + 27 =0

v =0 +Inpi+j—e 'k,

vl =vV2+2Int + (nt)P +e ¥ a)=0/)i+e 'k

. (a) Cerca de 0,8 m acima do solo, 18,4 m do atleta

(b)=63m
() =2¢'v,+¢ R

(c) =19,1 m do atleta

PROBLEMAS QUENTES = PAGINA 812

(a) v = wR(—sen wti + cos wt j) (c)a=wr

3. (a)90° v)/(29)
5. (a) = 0,25 m para a direita do lado da mesa, = 4,9 m/s
(b) =59° (c) = 0,56 m para a direita do lado da mesa
7. 56°
CAPITULO 14

EXERCICIOS 14.1 = PAGINA 825

Awyly=—x)

(a) —27; uma temperatura de —15 °C com vento soprando a
40 km/h dd uma sensag@o equivalente a cerca de —27 °C
sem vento.

(b) Quando a temperatura é —20 °C, qual velocidade do vento dd
uma sensagao térmica de —30 °C? 20 km/h

(c) Com uma velocidade do vento de 20 km/h, qual temperatura
dd uma sensagdo térmica de —49 °C? —35 °C

(d) Uma funcdo da velocidade do vento que dd os valores da
sensacdo térmica quando a temperatura € —5 °C

(e) Uma funcdo da temperatura que dé os valores da sensagio
térmica quando a velocidade do vento é 50 km/h

Sim

(a) 7,7; um vento de 80 km/h soprando em mar aberto por 15 h
criard ondas de cerca de 7,7 m de altura.

(b) £(60, t) ¢ uma fun¢ao de ¢ que da a altura das ondas produ-
zidas por ventos de 60 km/h soprando por ¢ horas.

() f (v, 30) é uma fungdo de v que d4 a altura das ondas pro-

duzidas por ventos de velocidade v soprando por 30 horas.
@4 OR (©I0,%)
@e O {kxy.0lz=x+y}

(©) 1, )
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2 2
13. {(Lylgx’+y' <1} ", 27. z=4+y + 1 29.z2=V2+?,
et =l paraboloide eliptico metade de cima do cone
- - 5

I5. {x.n|-1<x<1,-1<sy<1} y
1
-1 0
b 3.
=1 35.
17. {(,y)ly=x"x# =1}
39.
19. {(e,y, )| ¥+ y' + < 1}
21. z = 3, plano horizontal
4321 0 1234
43. y=ke "

23. 4x + S5y + z = 10, plano

47. ¥+ 9 =k

25. z = y2 + 1, cilindro parabdlico

=
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49.

51.

55.
6l.
63.

65.

67.

69.

71.

73.

00 ‘\ N
II, 'lm /, ON
’l l, ” ’o“;w 0% )
'/\\\‘ \\‘ i "IIZ
\}\ "’l

@C (I 57.aF

(b1

59.(a) B (b) VI

Familia de planos paralelos

Familia de hiperboloides de uma ou duas folhas com eixo

no eixo y

(a) Translada o grifico de f duas unidades para cima

(b) Amplia o grifico de f verticalmente por um fator 2

(c) Reflete o gréfico de fem relagdo ao plano xy

(d) Reflete o grafico de fem relacdo ao plano xy e a seguir trans-
lada-o 2 unidades para cima

‘.« 4'q
‘;"&r'ﬂ,qo
' M

.WQ’Q\

fparece ter um valor maximo de cerca de 15. Existem dois pon-

tos de mdximo locais, mas nenhum ponto de minimo local.

Os valores da fungdo tendem a 0 quando x, y se torna grande;
quando (x, y) se aproxima da origem, f tende a =% ou 0, de-
pendendo da direcdo de aproximacao.

Se ¢ = 0, o grafico é uma superficie cilindrica. Para ¢ > 0, as
curvas de nivel sdo elipses. O grifico se curva para cima a me-
dida que nos afastamos da origem e a inclinagdo aumenta
quando ¢ aumenta. Para ¢ < 0, as curvas de nivel sdo hipérbo-
les. O gréfico se curva para cima na dire¢@o y e para baixo, ten-
dendo ao plano xy, na dire¢do x produzindo uma aparéncia de

sela proximo a (0,0, 1).

c=-2,0,2 75.(b)y = 0,75x + 0,01

EXERCICIOS 14.2 = PAGINA 835

1.
5.

13.
21.
23.

25.

27.
31
35.
37.
43.

Nada; se f for continua, f(3,1) = 6 3. — 5;

2025 7. % 9. Nao existe I1. Nao existe
0 15. Nao existe 17.2 19.1
Naio existe

O grafico mostra que a fung@o tende a nimeros diferentes ao
longo de retas diferentes.

h(x,y) = (2x + 3y — 6)* + v2x + 3y — 6;

{(x,y)| 2x + 3y = 6}

Ao longo daretay = x 29. {(x,y)| y # x’}
{nly =0} 33. {(x, )| X" + y' > 4}
{0y, 2l y= 0,y #V&+ 2}

{0, W (x,y) # (0,0)} 39.0 41. —1

Z 3 2
fé continua em R

EXERCICIOS 14.3 = PAGINA 845

(a) A taxa de variacdo da temperatura quando a longitude varia,
com a latitude e o tempo fixados; a taxa de varia¢do quando
apenas a latitude varia; a taxa de variacdo quando apenas o
tempo varia.

(b) Positiva, negativa, positiva

@f (=

cidade do vento de 30 km/h, o indice de sensa¢@o térmica au-

15, 30) = 1,3; para uma temperatura de —15 °C e velo-

menta de 1,3 °C para cada grau que a temperatura aumenta.
f,(—=15,30) = —0,15; para uma temperatura de —15 °C e ve-
locidade do vento de 30 km/h, o indice de sensacdo térmica di-

minui de 0,15 °C para cada km/h de aumento na velocidade do

vento.
(b) Positiva, negativa ©0
(a) Positivo (b) Negativo
(a) Positivo (b) Negativo
c=fb= ﬁ a= f‘
. f(1,2) = —8 = inclinagdo de Cl,fy(1,2) = —4 = inclinagdo

de C,




13

15

17.
19.

21

23.

25

27.
29.
31.

33.

35.

37.
39.
43.

45.

47.

49.
51.

. fX=2x+2xy,fv=2y-i-x2
&) =3, fx, ) =8y
azlox = >, 3z/ldy = 3xe”
az/ox = 20(2x + 3y)’.0z/9y = 30(2x + 3y)’
L) = 20 + Y)Y £ y) = —2x(x + y)’
dw/da = cos a cos 3, dw/d3 = —sen « sen
2
[ = % + In(” + sz),ﬁ(r, s) = 22rs 5
r+s r+s
auldt = ¢""(1 — wlt), dulow = "
fi=z— 10xy3z4, f) = —15x2yzz4, f =x— 20)62y3z3
dw/dx = 1/(x + 2y + 3z), dw/dy = 2/(x + 2y + 3z),
dw/dz = 3/(x + 2y + 3z)
dulox = y sen” ' (yz), duldy = x sen” ' (yz) + xyzV1 — y*2,
ouloz = xy'W1 — y2*
f.= yz2 tg(y1), f) = xyzzt secz(yt) + x7* tg(yt),
f. = 2xyz tg(yh). f, = xy°7” sec’(yr)
ulox, = xNx; + X3+ -+ x2
< 41. 5
£06y) =y =3y, f(x, ) = 2xy = x°
9z _ 3yz—2x 9z _ 3xz— 2y
ax 2z—3xy’8y 2z — 3xy
dr_ _14yd sr_ =z
ax 1+y+yzzz’ay l+y-|—yzz2
@f'(x),9') G f'x+ ). f'(x+y)
fo=6xy’ + 24Xy, f, = 155 + 8¢ = £ L f, = 20xy’

53.

55.
6l.
63.
65.
69.
87.

93.
95.
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w, = vk + v, w, = —uvl(’ + vy = w,,.
w, = Wt + vy

7, = —2x/(1 +x%), 7, = 0= 2,02, = —2y/(1 +y2)2
12xy, 72xy

24 sen(4x + 3y + 27), 12 sen(4x + 3y + 22)
0e(2sen @ + 0 cos @ + r@sen 0) 67.4/(y + 22)°,0

~122,~168,~2325 81.R’/R}
Nao 89.x=1+ty=2,z2=2—-2¢
2
(@)
02 “,“’
@ 07(ro
—02+ W N
0 N\ |
y 0
1 x
4 2.3 5 5 3.2 4
_xyt+tdxy —y X —4Axy —xy
®) [, y) = =55 () T — 57—
Sy e A 2t 77
(©)0,0 (e) Ndo, ja quefxy efyx ndo sdo continuas.

EXERCICIOS 14.4 = PAGINA 855

z=8x—2y

I5.1 — 7y
230+ 2y + £2,69914

1 2 2
|3.EX*3y+ 3

— x-Sy + 32846

. 2T +0,3H — 40.5; 44 4°C

. dz = 3x" In()dx + (2x1y)dy
. dm = 5p'¢’dp + 3p’q’dq

. dR = B’ cos yda + 2o cos ydB — aB’ sen y dy
. Az=0.9225,dz=09

. 7,2m2
. & =Ax,e,= Ay

35. 16ecm’
41. 23%

33. 54 cm’
39. - ~0,059

17

EXERCICIOS 14.5 = PAGINA 863

N ounow

4Q2xy + Y = 3( 2x0)F
T COS X cos y — (sen x sen y)/(2 \/t_)
T2t — (x/z) — 2xyl)]

dz/ds = 2)cy3 cost + 3xzy2 sen t,
0z/dt = —2sxy’ sen t + 3sx°y’ cos t
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9. 0z/ds = ' cos 0 cos ¢ — 2st sen 0 sen ¢,
dz/9t = 2st cos 0 cos ¢ — s”sen 0 sen ¢

9z ,( s )
Il. —=¢€(tcos — ———senb
as Vst +
% _ e'(v cos O — S — sen 6’)
a N NEEY:
13. 62 15.7,2
7, O _dudx  dudy ou_ouox | oudy
dr  dx dt dy dr ds  Ox ds  dy ds
du _ ou dx  du dy
at  ox ot Ay ot
9, M0 _dwar owds  ow i
ax Jar ox ds Ox Jt dx
ow _ow ar  owds | dw ot
dy dr dy ds dy  at dy
21. 85,178,54 23. 2, 2 25. 36,24, 30
32 _ _ y
27. 4(xy) i y 29. sen(x —y) + e.
x—2x \/)E sen(x — y) — xé'
30 3yz — 2x 3xz — 2y
T 273wy 2z — 3y,
22
33. 1+yZzz’_ : 22
1+y+yz 1+y+y7
35. 2°C/s 37. =~ 0,33 m/s por minuto
39. (a)6m’/s (b) 10 m*/s (¢) 0 m/s
41. =027L/s 43. —1/(12V/3) rad/s

45. (a) dz/dr = (9z/dx) cos O + (dz/dy) sen 6,
3z/00 = —(9z/dx)r sen 6 + (9z/dy)r cos 6

51. 4rs 9°2/0x" + (47 + 457)0°2/axdy + 4rs °2/9y" + 2 9z/9y

EXERCICIOS 14.6 ® PAGINA 874

I. = 0,008 hPa/km 3. =0,778 5.2+43/2

7. (@ Vf(x,y) = {5y — 1207, 10xy — 4x°)  (b){—4, 16)
(c) 172/13

9. (@) (™, 2xze™, 2xye™) (D) (1,12,0) (c) -2

1. 23/10 13. —8710  15.4A30 17.9/ (2V5)

19. 2/5 21.4v2,(—1,1) 23.1,(0,1)

25. 1,(3,6,—2) 27. (b) (—12,92)

29. Todos os pontosnaretay = x + 1 31. (a) 40/(3\/5)
33. ()32/V3  (1)(38,6,12)  (c)2v406  35. %

39. (x+ty+z=11 b)x—3=y—3=z-5

x—2 _y—-1_z+1

41. @4x—5y—z=4 (b
(@4x —5y—z (b) s 7

43. (@x+y—z=1 bx—1=y=—¢

45.

53.
63.

47.(2,3),2x + 3y =12
)

V£ (3,2)

Nio 59.x=—-1—-10t,y=1—16t,z=2 — 12t

Se u = {a,b) e v = {c, d), entio af, + bf, e cf, + df, sdo co-
nhecidos, de modo que podemos resolver as equacdes lineares
paraf ef.

EXERCICIOS 14.7 = PAGINA 884

o NV W

.
. Nenhum I5. Minimo f(0,0) = 0, ponto de sela em (=1, 0)
17.

21.
23.

25.

27.

29.
31.
33.
35.
37.

39.
45.
51.

(a) ftem um minimo local em (1, 1).
(b) ftem um ponto de sela em (1, 1).

Minimo local em (1, 1), ponto de sela em (0, 0)
Miéximo f(—1, %) = 11

Minimo f(0, 0) = 4, pontos de sela em (i\/i, -1
Ponto de selaem (1, 2)

Minimo f(2, 1) = —8, ponto de sela em (0, 0)

Minimo £ (0, 1) = f(w, —1) = f (2w, 1) = —1, ponto de sela
em (7/2,0), (37/2,0)

Minimos (1, =1) =3,f(—1,%x1) =3

Méximo f (/3, w/3) = 3/3/2,

minimo f (57/3, 57/3) = 73\/3_‘/2, ponto de sela em (7, )
Minimos f(—1,714,0) = —9,200, f (1,402,0) = 0,242,
ponto de sela (0,312, 0), ponto mais baixo

(—1,714,0, —9,200)

Maximos f (—1,267,0) = 1,310, (1,629, £1,063) =~ 8,105,
pontos de sela em (—0,259, 0), (1,526, 0),

pontos mais altos (1,629, £1,063, 8,105)

Maximo f(2,0) = 9, minimo f (0, 3) = — 14
Maximo f (=1, 1) = 7, minimo £ (0,0) = 4

Maiximo f(3,0) = 83, minimo f(1,1) =0

Maiximo f(1,0) = 2, minimo f(—1,0) = —2

V3 41.(2,1,v5),2,1,—5) 43, 2 10 1%
8r3/(3\f3) 47. L 49. Cubo, comprimento da aresta ¢/12
Base quadrada de lado 40 cm, altura 20 cm  53. L3/(3«/§)

3
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EXERCICIOS 14.8 = PAGINA 893 17. T, =1In(qg + €).T, = pllg + ¢).T, = pe'lq + )
I. ~59.30 9. f.= 24x,fw = =2y =]§X,fw = —2x
3. Nenhum méximo, minimos (1, 1) = f(—1,—1) =2 21. f = k(k— 1)%%2)’[1'",]2y = ki =fw
. . f — kmxk*lylzm*l :f f — l(l _ l)xkyI*ZZm
5. Maximos f(*2, 1) = 4, minimos f (=2, —1) = —4 x A ayy AN
. . f.=mxy 2" =ff = mm— DxyZ
7. Maximo f(1,3,5) = 70, minimo f(—1, —3, —=5) = =70 . A
9. Miximo 2/v/3, minimo —2//3 25. (a)z=8x+4dy+1 (b) < ; 1_ % =1-¢
1. Miximo v3 , minimo 1
13, Miximo £ (%, 4.4, 2) = 2, minimo f(~ 4, 3, ~ 4,3 = 2 im2 g+l z-1
. 27. (a)2x — 2y —3z=3 (b) = =
15. Méximo f(1,v2, —v2) = 1 + 2V2, 4 —4 —6
minimof(l,—\/f,\/i)=l—2\/§ 29. ()4x—y—2z=6
17. Méximo 3, minimo 5 byx=3+8,y=4—21,z=1—4¢
19. Méximos f (172, T1/2v2)) = ¢ ™, 3. (2,5, -D.(=2,-3.1)
minimos f (£ 142, £1/(2v2)) = ¢ 33, 60x + 2y + 2 — 120; 38,656
27-37. Veja os Exercicios 39-49 na Se¢do 14.7. 35. 2xy°(1 + 6p) + 3x°Y'(pe’ + &) + 42°(p cos p + sen p)
39. L/(3V3) 37. —47,108 43. 2™ (o, xa/(2Vy), 2) 45, 2
41. Mais préximo (3, 3, 3), mais longe (—1, —1,2) 47. V145/2,(4,2)  49.~2 nés/mi
43. Miéximo = 9,7938, minimo =~ —5,3506 51. Minimo f(—4,1) = —11
45. (a) c/n(b) Quandox =x, = ---=x 53. Miximo (1, 1) = 1; pontos de sela (0, 0), (0, 3), (3,0)
CAPIiTULO 14 REVISAO = PAGINA 897 55. Mdximo f(1,2) = 4, minimo f (2, 4) = —64
Testes Verdadeiro-Falso 57. Miéximo f(—1,0) = 2, minimo f (1, =1) = —3, pontos de
I. Verdadeiro 3. Falso 5. Falso sela (—1, *1),(1,0)
7. Verdadeiro 9. Falso I1. Verdadeiro 59. Miéximo f(£v2/3, l/\/g) = 2/(3\/5),
minimo f(+v2/3, —1//3) = —2/(3V3)
Exercicios

61. Maximo 1, minimo —1
63. (i3_l/4, 3—1/4ﬁ, i31/4),(i3_”4,3_1/4’\/§, i31/4)
65. P(2 —V3), P(3 —v3)/6, P2V3 — 3)/3

I {Gnly>-—x—1}

—1N X .
—\1\ PROBLEMAS QUENTES = PAGINA 902
\\ 2 2 1 2 2 — — 3
g . LW, LW 3.(a) x = w/3,base = w/3 (b) Sim
A
TN 7. V612,3V212
A
5. y

CAPITULO 15

EXERCICIOS 15.1 = PAGINA 912
(a)288  (b) 144

I
% y > : () qf/2x4,935 ()0
. @—6 ()35
7. U<V<L
0 i 2 9. (=248 (b)155
1. 60 13.3
I

I.
9. % 5. 1,141606, 1,143191, 1,143535,1,143617, 1,143637, 1,143642

1. (a) = 3,5°C/m, —3,0°C/m

(b) = 0,35°C/m pela Equagdo 14.6.9 (a Defini¢do 14.6.2 da
~1,1°C/m.) (©) —025 I. 500y’,3x° 3.10 5.1 7. 261,632/45 9. ZIn2

EXERCICIOS 15.2 = PAGINA 917

21

13. f.= ]/\/2x+y2’fv:y/\/2x+y2 1. 0 13. 7 15. 5 17.9In2
I15. g =tg 'v.g, = ul(l + v7) 19. 3V3-D-57 21. 3 —3)
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23. .
4
1
1 y
X
25. 475 27. % 29.2
33. 2le — 57

3.3

64

37. O Teorema de Fubini ndo se aplica. O integrando tem uma

descontinuidade infinita na origem.

EXERCICIOS 15.3 = PAGINA 924

9
1. =

3
2 3.5 5.

1 147
13. 21 —cos) 152 17.0 19. %
33.

256
7 =

e—1 -

x

35. 13984 735 616/14 549 535 37. @2

9. [P feydedy 4] [ Gy dy d

y

2 y:w/;
x=4
0‘ y=0 4 X I—3
pin2 2 5
43. JO L.x f(x,y) dxdy
y
In2
o0 A :
45. X’—1) 47. 29  49.42V2-1) S5I1
53. (m/16)e " < [[ eV dA < w16 55. 2
59. 8w 61.2m/3

EXERCICIOS 15.4 = PAGINA 930

32 p4 1 et DR2
L[ [ f(rcos O)r drdo 3.0 [0 Gy dydx

5. y 3372
4 7
0 X
R
7. 0 9.5msen9  IL(m2)(1—e* 1357
15. @12 17.4(m—2) 19.%7 21.%7
23. imd’  25.Q@R3)1 — (IV2)]
27. (87/3)(64 — 24V3)
29. ~ 7 (1= cos9) 31.2v2/3
33. 37,57m’ 35. & 37, (a4 (byva/2
EXERCICIOS 15.5 = PAGINA 939
L 2450 86
2 _ 3 _
7. %(ez_ 1)’( ez 1 ’4(62 l))
28— 1) 9 — 1)

9. L/4,(L2,16/(97)) 1. (%,37/16) 13. (0, 45/(147))

I15. (2a/5,2al5) se o vértice for (0, 0) e os lados estiverem nos eixos
positivos
1 4 1

17. (' = 1), (€= D (' + 2" = 3)
19. 7ka6/180, 7ka6/180, 7ka®/90 se o vértice for (0,0) e os lados es-
tiverem nos eixos positivos

2 L 16

2. m=7R8kx,y) == - —, )1;3772/64
3 T

9

I = (' = 3m),1