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Gabarito

1. Considere o sólido da figura abaixo gerado pela rotação em torno do eixo y da região limitada pelas
curvas y = x3, y = 3x− 2 e y = −x+ 10.

(a) Escreva o volume do sólido usando o método das cascas ciĺındricas.

(b) Escreva o volume do sólido usando o método do fatiamento.

(c) Calcule o valor do volume do sólido usando um dos dois métodos anteriores.

Solução: Na figura abaixo vemos os gráficos das três curvas e a região limitada por elas. Vamos
determinar as interseções dos gráficos.

1. Interseção entre y = x3 e y = 3x− 2.

Note que o gráfico sugere uma in-
terseção no ponto x = 1. Substi-
tuindo x = 1 verificamos facilmente
que y = 1 em ambas, o que confirma
a interseção neste ponto.

2. Interseção entre y = x3 e y = −x+10.

Como antes, substituindo x = 2 nas
equações, verificamos que y = 8 em
ambas.

3. Interseção entre y = 3x − 2 e y =
−x+ 10.

Também verifica-se facilmente que
para x = 3, y = 7 em ambas.

(a) Com isso, sabemos que volume pelo método das cascas ciĺındricas é dado por

V = 2π

∫ 3

1

r(x)h(x) dx,
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onde r(x) é o raio e h(x) é a altura de cada casca ciĺındrica para cada valor de x ∈ [1, 3].

h(x)

r(x)

x

No gráfico ao lado, dividimos a região
a ser rotacionada em duas partes, a
cinza quando x ∈ [1, 2] e a laranja
quando x ∈ [2, 3]. Na parte cinza, de-
senhamos o retângulo que será rotaci-
onado para formar a casca ciĺındrica.
Podemos ver que o raio do cilindro
será r(x) = x e que a altura será
h(x) = x3 − (3x − 2). Analogamente,
na parte laranja, isto é, para x ∈ [2, 3],
ainda temos r(x) = x, entretanto,
h(x) = (−x + 10) − (3x − 2). Com
isso,

h(x) =

{
x3 − 3x+ 2, x ∈ [1, 2]

12− 4x, x ∈ [2, 3].

Portanto, o volume é dado por:

V = 2π

∫ 2

1

x(x3 − 3x+ 2) dx+ 2π

∫ 3

2

x(12− 4x) dx (1)

(b) Para o método do fatiamento (ou dos discos) a variável da integral deve ser a mesma do
eixo de rotação, no caso y. Sabemos que o volume é dado por:

V =

∫ 8

1

A(y) dy,

onde A(y) é a área da seção transversal Sy do sólido ao interceptá-lo por um plano perpen-
dicular ao eixo y.
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y

r(y)

R(y)

Como o sólido é de revolução, Sy será
um anel com raios R(y) e r(y). Dáı,
A(y) = π(R2(y) − r2(y)). Para deter-
minar os raios, a cada y fixado entre 1
e 8, desenhamos um segmento horizon-
tal, que ao ser girado, vai formar o anel
de área A(y). Novamente, vamos di-
vidir a região em duas partes, quando
y ∈ [1, 7] e quando y ∈ [7, 8]. Na figura
ao lado desenhamos um segmento na
parte cinza. Podemos ver que r(y) =
3
√
y, enquanto R(y) = −y+10. Analo-

gamente, na parte laranja, isto é, para
y ∈ [7, 8], ainda temos r(y) = 3

√
y, en-

tretanto, R(y) = (y + 2)/3. Com isso,

R(y) =

{
y
3
+ 2

3
, y ∈ [1, 7],

10− y, y ∈ [7, 8]

e
r(y) = 3

√
y, y ∈ [1, 8].

Portanto,

V = π

∫ 8

1

R2(y)− r2(y) dy = π

∫ 7

1

(
y

3
+

2

3

)2

− y
2
3 dy + π

∫ 8

7

(10− y)2 − y
2
3 dy

= π

∫ 7

1

(
y

3
+

2

3

)2

dy + π

∫ 8

7

(10− y)2 dy − π

∫ 8

1

y
2
3 dy

(2)

(c) Usando o item (a) para calcular o volume

Vamos calcular cada integral separadamente.∫ 2

1

x(x3 − 3x+ 2) dx =

∫ 2

1

x4 − 3x2 + 2x dx =

(
x5

5
− x3 + x2

) ∣∣∣∣2
x=1

=
11

5
.

∫ 3

2

x(12− 4x) dx =

∫ 3

2

−4x2 + 12x dx =

(
−4x3

3
+ 6x2

) ∣∣∣∣3
x=2

=
14

3
.

Portanto, substituindo em (1), obtemos

V = 2π

(
11

5
+

14

3

)
=

206π

15
≈ 43.1445391092998.

Usando o item (b) para calcular o volume
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Vamos calcular cada integral separadamente.∫ 7

1

(
y

3
+

2

3

)2

dy =

(
y3

27
+

2y2

9
+

4y

9

) ∣∣∣∣7
y=1

= 26.

∫ 7

8

(10− y)2 dy =

(
y3

3
− 10y2 + 100y

) ∣∣∣∣8
y=7

=
19

3
.

∫ 8

1

y
2
3 dy =

(
3y

5
3

5

)∣∣∣∣8
y=1

=
93

5
.

Finalmente, substituindo em (2), obtemos

V = π

(
26 +

19

3
− 93

5

)
=

206π

15
≈ 43.1445391092998.
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