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Questao: 1 2 3 4 Total
Pontos: 0 0 3 2 5
Bonus: 0 0 0 0 0
Notas:
Nome: Matr.:

Observagoes: A interpretacao das questoes faz parte dos critérios de avaliagao desta prova. Responda
cada questao de maneira clara e organizada. Resultados apresentados sem justificativas do raciocinio nao
serao considerados. Qualquer aluno pego consultando alguma fonte ou colega terd, imediatamente, atribuido
grau zero na prova. O mesmo ocorrerd com o aluno que facilitar a consulta do colega. Casos mais graves,
envolvendo algum tipo de fraude, deverao ser punidos de forma bem mais rigorosa.

1. Classifique e resolva cada uma das seguintes EDOs

(a) 2/ +y+4=0 (c) 2zyy’ —y? +22=0
3
Y
)y =57 yt (d) zy" -y =2
Solugao:

2. Suponha que em uma comunidade de 100 pessoas inicialmente 10 pessoas sejam portadoras de um
virus e que a taxa com que o virus se espalha na comunidade seja proporcional tanto ao ntimero de
pessoas infectadas como também ao nimero de pessoas nao infectadas. Se for observado que apéds 2
semanas 20 pessoas estao infectadas, determine o nimero de pessoas infectadas em fungao do tempo.

Solugao: Seja y(t) o nimero de pessoas infectadas em ¢ semanas. Neste caso temos o seguinte
PVI

y =ky(100 —y), t>0
y(0) =10, y(2) =20,
onde k ¢é a constante de proporcionalidade.

Vamos inicialmente encontrar uma solucao geral para a EDO. Como a EDO é separavel temos
que
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Com isso a solugao geral da EDO ¢é
10001€kt
=——— Vit>0.
Yy 1 + Clekta >

Substituindo as condigoes iniciais temos que

100C, 1
0)=10= =10=C; =~
y(0) 1+ Ty
¢ 2k
100e 3
y(2) = 91 2 fQOékflni.
Com isso temos que a solugdo do PVI é
100(3/2)*
t) = , t>0.
v = 53 @y

3. Encontre a solucao geral da EDO
y'+2 +y = f()
em cada um dos casos:
(a) [1 ponto] f(z)=0.
(b) [1 ponto] f(x) = 222
(¢) [1 ponto] f(x)=e *Inuz.

Solugao:
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(a) Considere a EDO y” + 2y’ + y = 0. Resolvendo o polindmio caracteristico associado temos
que
M+22+1=0=A+1)2=0=\=-1

Com isso as solugdes fundamentais da EDO sao yi(z) = e™*

z € R.

e ya(xr) = ze™* para todo

Logo a solugao geral da EDO ¢é dada por

yp(z) = Cre™ + Coxe™, VaxeR. (1)

(b) Considere a EDO y” + 2y’ +y = 222 Do item anterior temos a solucio geral da EDO
homogénea associada. Usando o Método dos Coeficientes a Determinar sabemos uma solugao
particular da EDO é da forma

yp(z) = A+ Bz + Cz?.

Substituindo na EDO obtemos que A = 12, B = —8 ¢ C = 2, dai, y,(z) = 12 — 8z + 222
Logo a solucao geral da EDO é

y(z) = yn (@) + yp(z) = Cre™" + Come ™ + 12 — 8z + 222, Vaz € R.

(¢) Considere a EDO y” 4+ 2y’ + y = e ®lnz. Do item (a) temos a solugdo geral da EDO
homogénea associada. Vamos usar o Método da Variagao dos Parametros para determinar
uma solugao particular para esta EDO. Queremos encontrar uma solugao particular da forma

yp(x) = u(z)e™ +v(x)ze™™,

onde u e v satisfazem
uwe T +v'ze”* =0

—ve+ve (1 —z)=e "lna.

Resolvendo este sistema obtemos que u'(z) = —zInz e v = Inz. Integrando ambas as
2 2
equacbes obtemos que u(z) = 4 — S Inzev(r) = —z +zlnz.

Logo a solucao geral da EDO é

3 1
y(x) = yn(x) + yp(x) = Cre™" + Cowe™™ + e~ "2” (—4 ~3 lna:) .

4. Considere o seguinte PVI
{ y" — 4wy’ + (422 —2)y =0
y(0)=1, y'(0)=-1
(a) [0,5 pontos] Verifique que ;(z) = *” é solugio da EDO.
(b) [0,5 pontos] Encontre o intervalo de validade da solugao.

(¢) [1 ponto] Encontre a solugao geral do PVIL
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Solugao:

(a)
(b)

()

Basta substituir na EDO.

Como p(z) = —4x e q(x) = 42? — 2 sdo continuas em R, pelo T.E.U.S.L, temos que existe
uma tnica solugao para o PVI dado em R.

Vamos determinar uma segunda solugao usando o método da reducao de ordem. Suponha
que ya(z) = u(z)e* seja solugdo da EDO. Substituindo na EDO obtemos que

z2

e u(z) =0 = u’(z) = 0 = u(z) = z.
Portanto temos que a segunda solugao para a EDO é
2
ya(x) = xe™ .
Vejamos se y; e y2 sao solugoes fundamentais. Note que

2 2
er xe®

Wiy1, y2](z) = det = #0, VxeR.
2ze”” e””2(1 + 22?)

Logo y1 e y2 sao LI em R e portanto a solugao geral da EDO é dada por
2 2
y(z) = Cre® + Coze™ .

Substituindo as condigoes iniciais temos que C; = 1 e Cs = —1. Logo a solucao do PVI é
dada por
2
y(z) =€ —ze®, VazeR.
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