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Questao: 1 2 3 4 | Total
Pontos: 4 2 3 1 10

Notas:

Nome: Matr.:

Observacoes: A interpretacao das questoes faz parte dos critérios de avaliacao desta prova.
Responda cada questao de maneira clara e organizada. Resultados apresentados sem jus-
tificativas do raciocinio nao serao considerados. Qualquer aluno pego consultando alguma
fonte ou colega terd, imediatamente, atribuido grau zero na prova. O mesmo ocorrera com
o aluno que facilitar a consulta do colega. Casos mais graves, envolvendo algum tipo de
fraude, deverao ser punidos de forma bem mais rigorosa.

1. Classifique e resolva as seguintes EDO’s
(a) [2 pontos| (4y + 32% — 3xy®)y = y* — 6wy

(b) [1 ponto] xy —2/y—1=0

2
+1
(c) [1 ponto] %y’ =2y + et

Solucgao:

(a) Classificagao: EDO, de 12 ordem nao linear.

Como a EDO nao é separavel e nem linear vamos verificar se é exata. Note que
a EDO pode ser reescrita na forma

6y — y* + (4y + 32° — 3zy*)y’ = 0.

Podemos ver que M(z,y) = 6xy — y* e N(z,y) = 4y + 32? — 3zy? sao C™ em

R? e que
ON  OM
—=——=06r—3y* V R?.
o oy 0T (z,y) €
Portanto a EDO ¢é exata em R?. Neste caso, sabemos que existe uma funcao 1
tal que
o o
5~ M@,y) e I (z,y) (1)

Vamos determinar ¢/ com essa propriedade. Integrando a primeira equagao em
(1) em relagao a = obtemos

Y(z,y) = 32y — zy” + g(y).
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Derivando v obtida nesta ultima equagao e usando a segunda equagao em (1)
obtemos que

9'(y) = 4y.

Dai, integrando em relacio a y temos que g(y) = 2y? + C. Com isso obtemos
que
U(z,y) = 32y — 2y + 2% + C.

Logo, sabemos que a solucao geral da EDO ¢ definida implicitamente pela
equacao
3uty —xy’ + 2y = O,

onde (' é uma constante arbitraria.

Classificagao: EDO, de 12 ordem nao linear.

Note que,

1 1 1 1
ey —1=0= ————y = = /—d = [ —dz+C
Y Y 2\/y—1y T ~ 2vy —1 Y x v

=vy—1=In(z) +c; =y =1+ (In(cz))?.

Logo a solucao geral da EDO ¢é

onde ¢ é uma constante arbitréria.

Classificagao: EDO, de 12 ordem linear.

Como a EDO ¢ linear, reescrevendo-a da na forma

n 2r senx
YT e VT ey

obtemos o fator integrante

2x
dx 2
ILL — ef 2241 — elnx +1 = 'TQ + 1

Multiplicando a equagao (2) pelo fator integrante e usando a regra do produto
temos que
((z* 4+ 1)y) = sen .

Dai, integrando em relagao a x obtemos que

cosxr + ¢

ylr) = - 2 +1

)

onde ¢ é uma constante arbitréria.
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2. [2 pontos| Encontre a solu¢ao do PVI e determine seu intervalo de validade.

Solugao: Primeiramente vamos encontrar a solucao geral da edo.

yS .232
=@ -y =z y2—1dy=/fcdx:§—y=3+c.

, X
=71

Y

Logo, a solucao geral da edo é dada implicitamente pela equacao

3 2
Y x
- —y=——+c
3 Y77
Substituindo a condicao inicial vemos que ¢ = —2, dai, a solucao da edo satisfaz a
seguinte equacao
3 2
Y x
= —y=—-2
3 Y77

Podemos ver que esta tltima equacao nao impoe nenhuma restricao a x ou y, neste
caso, para encontrarmos o intervalo de validade, basta analisarmos as restri¢oes sobre
a derivada. Da EDO vemos que 3/ existe se, e somente se, 3> —1 # 0, ou seja, y # *1.

Para y = —1 temos que

22
5—2: =T =— ou xr =

Wl N
S
5=

Para y = 1 temos que

2 2\/5 _2\/5
9 = 3 r = 3OU.ZL'— 3

Com isso a derivada esté definida para todo z # i% ex# i—Q\/g.

04 O 6 O 5
L -2/2 2,/3

Como o ponto z = 2 estd no dominio da solucao temos que o intervalo de validade da

Sheo

solucao é (2 \/g , i). Logo a solucao da EDO ¢é dada implicitamente pela equacao

V3
3 2
Y T 2 4
Yoy=2 9 vee |22, =),
3 Y77 v < 3\/§>
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Yy
1Q - mmmm oo e
5—\—o
2 = x
22 \ Vs
1O

3. Um bote motorizado e seu tripulante tém uma massa de 120 quilogramas e estava ini-
cialmente no repouso. O motor exerce uma forga constante de 10 newtons, na dire¢ao
do movimento. A resisténcia exercida pela agua, ao movimento, é, em modulo, igual ao
dobro da velocidade.

(a) [1 ponto] Determine a velocidade do bote em fungao do tempo.
(b) [1 ponto] Determine a velocidade limite do bote.

(c) [1 ponto] Faca um esbogo do grifico da velocidade em fungao do tempo.

Solucao:

(a) Vamos denotar por v(t) a velocidade do bote em um instante t. Tomando positivo
como o sentido do movimento temos o seguinte diagrama de forcas

yi

¢ ® >
R=-2v F=10N

Com isso, da segunda Lei de Newton, obtemos o seguinte PVI

1200 =10 — 2v
v(0) = 0.

Resolvendo a EDO:

v 1
1200 =10 — 20 = =

5—v

/ dv-/—dt—i—cl
—In(b—v) = —

n(5 —v) 6O+Cl
Sl e
5—’()_026

t
= v =054 cze ©
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Com isso a solucao geral da EDO é

v(t) =5+ce @, VteER.

Substituindo a condigao inicial obtemos
0=0v(0)=5+c=c=—b.
Dai, a velocidada do bote em funcao do tempo é dada por

v(t) =5 —be~w, VYt > 0.

(b) Note que

lim o(t) = lim 5—5e @ = 5.
t——+oo t——+o00

Portanto a velocidade do bote é bm/s.

(¢) O grafico da velocidade em fung¢ao do tempo segue abaixo

v

X I e

4. [1 ponto] Mostre que a funcao y,(z) = $e”, Vo € R é uma solugao particular da EDO
Yy’ —y = e” e encontre a solugao geral.

Solucgao:
Note que

Yy () — yp(z) = <ex + £€x> — —e¥ =¢",
Logo y, ¢é solugao da EDO.

Para encontrar a solucao geral da EDO vamos encontrar a solucao geral da EDO
homegénea associada 3" —y = 0.

Encontrado as raizes do polinomio caracteristico:

MN-1=0=A=1oul\=—1.
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Com isso a solucao geral da EDO homogénea é
yn(z) = c1e® + e, YV x € R.
Logo a solucao geral da EDO é

y(x) = c1e” + e + gex, VaoeR.
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