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Questao 1 (3 pontos): Classifique as equagoes abaixo.

a)
b)

c)

Py | dy

2 _

t ﬁ+t%+2y_sent
d3

d—tg +sen(t+y) =sent

Ugg + Uyy =0

Solucgao:

a)
b)

c)

EDO de 2% ordem linear.
EDO de 3% ordem néao-linear.

EDP de 2% ordem.

Questao 2 (3 pontos): Considere a EDO

a)

2y — 2y =31* - 1

1
Verifique que 3, (t) = t? e yy = n sao solugoes fundamentais da EDO homogénea associada

no intervalo (0, 4+00).

b) Encontre uma solugao particular da EDO e dé a solugao geral.

Solucao:

a) Note que y| = 2t e y} = 2, dal,

2yl — 2y = 26> — 2t* = 0,
portanto y; é solugao da EDO homogénea.

Do mesmo modo, ¥, = —1/t? e y§ = 2/t3, dal,

t2yg—2y2:¥—%:0.
portanto vy, é solugao da EDO homogénea.
Colocando a EDO na forma 5
" 2Y=0
sabemos que, como p(t) = 0 e ¢(t) = —Z sdo continuas em (0, +00), 0 espago das solugoes

da EDO homogénea é um espaco vetorial de dimensao 2 e que, neste caso, duas solucoes
geram o espaco se, e somente se, Wy, y»] ndo se anula em (0, 4+00). Com isso, note que

g
W[ylayQ] = 2% 1 = _37

T

logo y; e ys sao solugoes fundamentais da EDO homogénea.



b) Vamos determinar uma solugao da EDO via o método da variagdo dos parametros.
Procuramos uma solucao particular da forma:

(%
yPZUt2+¥7

onde u e v sao fungoes a serem determinadas tais que

,U/

u't2 + ? =0. (1)

Derivando y, e substituindo na EDO, obtemos que

2t%u — v = 3t* — 1. (2)

Multiplicando a equagao (1) por ¢ e somando com a equagao (2) temos que

1 1
u = pileved (3)
Integrando a tltima equacao obtemos que
u=lIn|t| + i
612
Substituindo a (3) na equagao (1) obtemos que
, 13
3

()

dai, integrando em relagao a t vemos que

t—1t3
v = .

3

Portanto, uma solugao particular da EDO ¢é

1—¢2 1
—. Yte (0 .
T T (0, 400)

yplt) = ' In(t) +

Com isso, a solugao geral da EDO é
2

— 1
+ -, Vt € (0,400).

y(t) = Clt2 -+ Cgt -+ t2 h’l(t) -+ 6

Questao 3 (3 pontos): Encontre a solugao do seguinte PVI

y" — 2y’ — 3y = 3te*
y(0)=1, y'(0)=1

Solugao: Considerando a EDO na forma

y' + o)y + qt)y = f(1),

vemos que p(t) = —2, q(t) = —3 e f(t) = 3te* sao continuas V¢ € R. Com isso, pelo Teorema
de Existéncia e Unicidade de Solugoes, o PVI tem uma tunica solugao definida em R.
Vamos determinar uma solugao geral da EDO.



1. Determinaremos a solu¢ao da EDO homogénea: 3" — 2y’ — 3y = 0.

O polinémio caracteristico associado a EDO é:
N =2\ —3=0.

E fcil ver que A\; = 3 e Ay = —1 sao raizes do polindmio. Com isso a solugao geral da
EDO homogénea é
yn(t) = cre™" + coe™, Yt € R.

2. Determinaremos uma solucao particular da EDO via método dos coeficientes a deter-
minar.

Procuramos uma solugao da EDO da forma y, = (Ag+A;)e*. Neste caso, substituindo
na EDO obtemos que
e* (=340 + 24, — 3A;t) = 3te*,

2
dai, Ay =—1e Ay = —3 Logo a solucao geral da EDO é
2
y(t) = yn +yp = cre” " + cpe® — (§ + t) e* vt e R.

Substituindo as condigoes iniciais obtemos o sistema

Cl"‘CQ:g
_ 3c, = 10
€1+ 9c = 3.

Dai, ¢; =5/12 e ¢ = 5/4. Logo a solucao do PVI é

5 5 2
H=—e 4+ —[Z4+¢t)e* VteR.
y(t) 126 +4e (3+)6, €

Questao 4 (1 ponto): Suponha que uma esfera metdlica de raio r e massa m esteja
afundando, a partir do repouso, completamente mergulhada em um liquido de densidade p.
As forgas que atuam sobre a esfera sao: o peso, devido a gravidade; a for¢a de empuxo, que
de acordo com o Principio de Arquimedes, é igual ao peso do liquido deslocado pela esfera;
e a forca de atrito oposta a sua queda que, de acordo com a lei de Stokes, é igual a 67 urv,
onde p é o coeficiente de viscosidade e v é a velcidade da esfera.

a) Desenhe um diagrama esquemético mostrando as forcas agindo na esfera enquanto ela
afunda.

b) Escreva uma equagao diferencial que modele a velocidade da esfera em fungao do tempo
e encontre-a.

¢) Determine a velocidade limite.

Solucgao:

a) Diagrama



P

b) Considerando a origem do sistema no fundo do liquido e diregao positiva para cima

4 3
temos que a forca peso é P = —myg, a for¢a de empuxo é F = il pg e, como v < 0,
a forca de atrito é F, = —6mpurv. Com isso, pela segunda lei de Newton,
4 3
mv' = F,+ P+ E = —6rurv—mg + ﬂ; pg.
Dali, temos o PVI
3
mv’ = —6rurv — mg + 3T Py
v(0) = 0.
Note que a EDO ¢ separével
mv’
d7r3 =1,
—6mprv — mg + 5= pg
dai,
4 3 —OmTur
mg — 7;7’ pg + 67 pry = Ce™mt
Substituindo a condicao inicial vemos que
473
¢ =mg———py,
Com isso,
1 47TT3 —6mur
v(t) = mg — (e mo 1).
(t) 67r,ur< 9-—3 pg)

" 0) 1 43
im v(t) =— mg —
t—+00 67 pur g P



