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Coordenadas no Espaco

Defini¢do 1 (Sistema de Eixos )

Um sistema de coordenadas cartesianas no espago consiste da escolha de um ponto O do
espaco, denominado origem, e de trés eixos com mesma origem em O e mutuamente
perpendiculares, denominadas eixos OX, OY e OZ, de tal modo que a orientacdo positiva
dos eixos é escolhido de acordo com a regra da mao direita.
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Para cada ponto P do espago podemos associar uma tripa (z,y, 2) € R3 chamada de
coordenadas do ponto P. A coordenada x é chamada abscissa, y é chamada ordenada e z é

chamada cota.

[ 1
AT Exemplo
@ Determine os pontos (1,3,1) e (3,—2,2) no sistema cartesiano.

® Esboce o conjunto dos pontos que satisfazem a equagdo z = 3

| A

Definicdo 2
Cada plano determinado por um par de eixos é chamado de plano coordenado. O plano
determinado por OX e OY é denotado OXY ; o determinado por OX e OZ é denotado por

OXZ e o determinado por OY e OZ € denotado por OY Z.
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%’ Exercicio

Esboce o conjunto dos pontos que satisfazem a equacgdo:

0 y=>7. @y==c
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Definicdo 3 (Distancia entre Pontos)

Em um sistema de coordenas cartesianas OXY Z, a distincia entre dois pontos
P1 = (azl,yl,zl) e P2 = ($2,y2,Z3) € dada por

d(P1, P2) = /(21 — 22)2 + (31 — 42)% + (21 — 22)?

AT Exemplo

@ Determinar a equagdo que as coordenadas de um ponto P = (z,y, z) deve satisfazer para
pertencer a esfera de centro Py = (x0, Y0, 20) € raio r > 0.

@® Mostre que os pontos que satisfazem a equagdo 2 +y? + 22 + 42 — 6y +22+6 =0
formam uma esfera.
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Distancia entre Pontos

Definicdo 1 (Distancia entre Pontos)

Em um sistema de coordenas cartesianas OXY Z, a distincia entre dois pontos
Py = (z1,41,21) e P> = (22,y2, 22) € dada por

d(P1, Py) = \/(x1 — 22)2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2

Prof. Reginaldo Geometria Analitica e Calculo Vetorial Distancia entre pontos



(X
AT Exemplo
@ Determine a distincia entre os pontos A = (1,2,0) e B = (—2,3,1).

@® Determine o conjunto dos pontos equidistantes dos pontos A = (1,0,1) e B = (1,1,0) e
faca um esboco.
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%’ Exercicio

Determine distancia entre os pontos:
® A= (-1,5,1) e B=(3,1,—-1)
@® Determine o conjunto dos pontos equidistantes dos pontos A = (2,1, —1) e B =(0,1,1).
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v Resposta

® d(A,B)=6
Or—z=1

Prof. Reginaldo Geometria Analitica e Calculo Vetorial Distancia entre pontos



Equacado da Esfera

AT Exemplo

@ Determinar a equagdo que as coordenadas de um ponto P = (x,y, z) deve satisfazer para
pertencer a esfera de centro Py = (x¢, Yo, 20) € raio r > 0.

@® Mostre que os pontos que satisfazem a equacdo z? +y? + 22 + 42 — 6y +22 +6 =0
formam uma esfera.
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@ Exercicio
©® Determine a equagido da esfera de centro (6,5, —2) e raio /7.

® Mostre que a equacio z2 + 2 + 22 = 4o — 2y é uma esfera e determine seu centro e raio.
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v Resposta
® (z-62+(y—5>+(2+2>2="7.
® (z—2)2+ (y+1)%2+ 22 = 5. centro (2,—1,0) e raio /5.
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Vetores no espaco

Segmentos orientados

As definicGes de segmentos orientados e segmentos equipolentes sdo as mesmas dadas no
plano.

Definicdo 1 (Vetor)

Um vetor no espaco € o conjunto de todos os segmentos orientados do espaco equipolentes a
um segmento orientado dado.
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Definicdo 2 (Coordenadas de um vetor)
Se A = (a1,a2,a3) e B = (b1,bs,b3) sdo pontos do espago, entdo, as coordenadas do vetor
AB séo:

AB = (b1 — a1,ba — ag, b3 — as3)

Ao comprimento de um vetor ¥, damos o nome de norma e denotamos por | V||. Se
U = (v1,v2,v3), entdo

]\7H = /v} + v} +v§
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Operacdes com vetores

Definimos a soma entre vetores e o produto de um escalar por um vetor no espaco da mesma
maneira que no plano. Sendo W = (u1,ug,us) e v = (v1,v2,v3) vetores no espaco e A € R,
segue das definicGes que

7+7: (U1+01,UQ+UQ,U3+U3)

AU = (Aug, Aug, Ausg)

Valem as mesmas propriedades da soma e do produto por um escalar de vetores no plano.
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AT Exemplo
@ Dados A =(0,3,1), B=(2,3,—1) e C = (0,1,0) determine E AC e 2AB -I—@

@® Determine as coordenadas de um vetor que possui a mesma direcdo e sentido que o
vetor U = (—2,4,2) e tenha comprimento 6.
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“’ Exercicio

— — —
® Sejam ¢ =(1,0,0), 7 =(0,1,0) e kK =(0,0,1) os vetores candnicos. Determine as
coorderEdas_d>o vetor unitdrio ¥ com mesma direcdo e sentido do vetor
V=84 — j +4Fk.
® Sejam A =(—1,4,—2) e B =(7,—4,2). Encontre o ponto no P segmento AB que estd
a 3/4 do caminho de A a B.
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v Resposta
@ 7|=9=7= (H%)
@ AB = (8,-8,4) — 34B = (6,-6,3).

AP=7 =P =(5-21).

Prof. Reginaldo Demarque Geometria Analitica e Calculo Vetorial Vetores no espago



Geometria Analitica e Calculo Vetorial
Parte Il: Geometria Analitica Espacial

Prof. Reginaldo Demarque

Prof. Reginaldo Demarque Geometria Analitica e Calculo Vetorial Produtos entre Vetores



Produto Escalar ou Produto Interno

O Produto escalar ou interno no espaco é definido da mesma forma que no plano e valem as
mesmas propriedades, a saber:

U -0 = |||V cos®,

onde 8 é o angulo entre eles.
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Propriedade do Produto Interno

Dados @, ¥ e W vetores no espago e A € R temos que
© - =2
97-7:6><:>7:6>0u7:6>0u7J_7;
© (\U) T =\T )

07 - V=7-1;

@ (U+V) =" -0B+7 -0
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Proposicao 1

Se W = (U17U2,U3) eV = (vl,vg,vg), entdo

UV = u1v1 + ugva + usgvs.

AT Exemplo

@ Determine vetores ortogonais a U = (2,—1,3) paralelos a cada um dos planos
coordenados.

® Calcule o angulo entre U = (2,0,-3) e v = (1,1,1).
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%’ Exercicio
@ Determine  de modo que ¥ = (z +1,1,2) e ¥ = (# — 1, —1, —2) sejam ortogonais.

@® Determine os vetores de norma 3+/3 que s3o ortogonais a U = (2,3,—1) ea

v = (2,-4,6).
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v Resposta
97-7=x2—6:0=>m::|:\/6.
(2] Seja E?: (:L‘,y,z)

{U}-ﬁ:o :{2m+3y—z:0 :>{y=z

== —2,2,2), z € R.
WU =0 2 — 4y + 62 =0 ( )

r = —Zz

7| =3vV3=>322=2T=2=43= W =(-3,3,3) ou & = (3,-3,-3).
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Produto Vetorial

Definicdo 1

Sejam W e vetores no espaco. O produto vetorial de U por o, designado por UXT,éo
dnico vetor do espaco que satisfaz as seguinte condicées:

® o comprimento é | U x V|| = ||| || 7| sen, onde 0 é o dngulo entre W e ¥;
® a direcdo € ortogonal a U e simultaneamente;

© o sentido € dado pela regra da mao direita.

Geometricamente, |7 X 7|| representa a drea do paralelogramo formado pelos representantes
dos vetores W e U com mesma origem.

4
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AT Exemplo

Mostre que
K
- = > - = - = =
T X f =K 7 x K = K X7 = ( \
- = — - = — - = =
ixi=—k i x k=—j Exj=—1 E i
N,
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Propriedades do Produto Vetorial

O|Ux7V|=0eu= Tou=0 ou U,V s3o miiltiplos.
® U x U =—7 x U (anticomutatividade).

© M\U)x T =1uUx (A7) =W x 7).

O Ux(V+W)=UxV+U .
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.
AT Exemplo
Mostre queseﬁ-l—?-l—ﬁ:ﬁ), entdo U X ¥ = U x .

Prof. Reginaldo Demarque Geometria Analitica e Calculo Vetorial Produtos entre Vetores



W Exercicio
Se7x7=ﬁx7e7xﬁ=7x7,entéoﬁ—?e?—ﬁséomaltiplos.

Prof. Reginaldo Demarque Geometria Analitica e Calculo Vetorial Produtos entre Vetores



Se7x7:ﬁx7e7xﬁ:7x7,entéo

(7—?)x(7—ﬁ): XV —UXB-ExT+EXW
= 7><_/>—7><_>—?><7+?><w
T

= ? _>+t><7 ><7+?><ﬁ

-0
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Proposicao 2

Em um sistema ortogonal de coordenadas, se W = (u1,uz,us) e ¥ = (v1,v2,v3), entdo

7x7:<det{u2 “ﬂ,—det[“l “ﬂ,det[“l UZD

V2 U3 V1 U3 v1 V2

AT Exemplo
® Sejam U = (1,2,3) e v = (2,—1,1). Encontre U x V.

® Sejam Py =(1,-1,2), P=(1,3,1) e @ = (1,—1,0). Calcule a drea do paralelogramo P
que tem os segmentos Py P e Py() como arestas adjacentes.
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“’ Exercicio

Determine a drea do tridngulo cujos vértices sdo os pontos A = (3,2,0), B = (1,0,2) e
C =(0,4,3).
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v Resposta
Temos que AB = (—2,-2,2), AC = (—3,2,3), da,

ﬂ% x AC = (~10,0,10) = Area = %H,ﬁ x AC| = 5v/2.
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Definicao

O produto misto dos vetores U, W eW no espaco € o numero real

(W, 7, W)= x V)&

Geometricamente, |[7, v, E?H representa o volume do paralelepipedo cujas arestas s3o
representantes dos vetores @, ¥ e W com mesmo vértice.
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Proposicao

Se 7 = (ul,UQ,U3), 7 = (Ul,vg,vg) e E} = (wl,wg,wg), entao

u; U2 U3
[7,7,m]zdot v1 vy w3 |,

w; w2 w3
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AT Exemplo

Determinar o volume do paralelepipedo P que tem por arestas adjacentes os segmentos AB,
AC e AD , onde A= (1,0,1), B=(0,1,1), C=(1,1,1) e D =(1,—-1,-1).
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%’ Exercicio

Determine x para que o volume do paralelepipedo que tem um dos vértices no ponto
A =(2,1,6) e os trés vértices adjacentes nos pontos B = (4,1,3), C' = (1,3,2) e
D = (1,z,1) seja igual a 15.
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AB = (2,0,-3), AC = (~1,2,—4) e AD = (—1, —1 + z, —5).
MZﬁ;ﬂiZﬁM=15¢¢nx—3ﬂ:15:«ux—37:15ouux—37=—45

sr=2ouz=2
93—110UJ,‘— o
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Propriedades do Produto Misto

(1) [7,7, ?] =0« U,V e W sio paralelos a um mesmo plano.

® O produto misto é alternado, isto é, permutar dois vetores altera os sinal

2,78 = -[7. 2.8 =[7.8. 7 =227 [ )
- [@,%,7]=-[%,7,7] v W
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Propriedades do Produto Misto

©® O produto misto é trilinear, isto é,

£, 0, W] = [« AV, W] = [, V, 0] = \U, V, D]

[U_>1 +172>777w] = [271777%?] + [?2’77@]
T A, T = [ T T = T
[U7U77~71> -I'@] = [7a77171>] a4 [777/(72)]
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Iﬁj Exemplo
Prove que [¥ 4+ 0, ¥ + @, @ + ¥] = 2[¥, ¥, W]
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%" Exercicio
Sendo [¢, 7/, W] = 6, calcule 27 — 3V + W, - W + ¥ — W,V — 3]
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v Resposta
2U -3V +W,- U+ —W, 7V —30] =4[u, 7, ] = 24
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Proposicao

Se 7 = (ul,UQ,U3), 7 = (Ul,vg,vg) e E} = (wl,wg,wg), entao

u; uz U3
[7,7,?]:d0t v Vs U3

wp w2 w3
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Desenvolvimento do Determinante pelos cofatores da 32 linha

ail a2 ais

a a a a a a
det a21 Q22 az3| = a31 det 12 13 — a32 det 1 13 + ass det 1 12
a2 Aa23 a1 az3 a1 Aag2
asr agz2 as3
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Desenvolvimento do Determinante pelos cofatores da 32 linha

CL£1 a1z 413

a ai: a a a a
det | @21 a22 @23 = a3y det 12 %18 ass det e asz det 1 2
e a2 a3 a1 a3 a1 a2
/

\
~
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Desenvolvimento do Determinante pelos cofatores da 32 linha

ailr  aj2 a3
a a a a: a a
det |@21 ap2 a3 = aszy det 123 —azo det LR asz det 12
B a2  G23 a1 a23 a1 a2
a31+—132)—ass
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Desenvolvimento do Determinante pelos cofatores da 32 linha

ailp a2 ajs
a a a a a a
det |21 a2 a3 | =agydet | 12 B | —agodet | M M| paggdet | M T2
/’\“ a2z Q23 a1 Q23 a1 a2
a3+—a32—0a33)
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Equacao Paramétrica da Reta

Definicao

Dizemos que um vetor ndo nulo o é paralelo a uma reta r, e escrevemos 4 J/r, se, para
quaisquer pontos A, B € r, o vetor zﬁ € mudltiplo de .

<

/
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Equacao Paramétrica da Reta

Definicao

Dizemos que um vetor ndo nulo o é paralelo a uma reta r, e escrevemos 4 J/r, se, para
quaisquer pontos A, B € r, o vetor zﬁ € mudltiplo de .

B

A /

<
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Equacao Paramétrica da Reta

Definicao

Dizemos que um vetor ndo nulo o é paralelo a uma reta r, e escrevemos 4 J/r, se, para
quaisquer pontos A, B € r, o vetor zﬁ € mudltiplo de .

B

A /

<

Prof. Reginaldo Demarque

Geometria Analitica e Célculo Vetorial

Equagdo Paramétrica da Reta



Equacao Paramétrica da Reta

Fixe um ponto A de uma reta r e seja o um vetor paralelo a esta reta.

r

<L

A /
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Equacao Paramétrica da Reta

Fixe um ponto A de uma reta r e seja o um vetor paralelo a esta reta.

r
P

A /

<L

Dado qualquer ponto P desta reta r.
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Equacao Paramétrica da Reta

Fixe um ponto A de uma reta r e seja o um vetor paralelo a esta reta.

r
P

P ya

Dado qualquer ponto P desta reta r. Existe t € R tal que

AP =17, (1)
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Equacao Paramétrica da Reta

Fixe um ponto A de uma reta r e seja o um vetor paralelo a esta reta.

r
P

P ya

Dado qualquer ponto P desta reta r. Existe t € R tal que

AP =17, (1)

Esta equacado é dita equacdo vetorial paramétrica da reta r, ¢t é dito ser um
pardmetro e ©/ é chamado de vetor diretor de r.
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m coordenadas

P = (95797 Z)’ A= (%’0,2/0,20) € 7 = (a7 b, C)

AP =17,
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Em coordenadas

P = (95797 Z)’ A= (%’0,2/0,20) € 7 = (a7 b, C)

AP =17,

(m,y,Z) - ($07y072’0) = t(av ba C)
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Em coordenadas

P = (95797 Z)’ A= (%’0,2/0,20) € 7 = (a7 b, C)

AP =17,

(.Z',y,Z) - ($07y072’0) = t(av ba C) = ([I?,y,Z) = (fEO;?JO,ZO) + t(avb7 C)
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Em coordenadas

P = (95797 Z)’ A= (%’0,2/0,20) € 7 = (a7 b, C)

AP =17,

(z,y,2) — (z0,y0, 20) = t(a,b,c) = (z,y,2) = (x0, Y0, 20) + t(a,b,c)
= (z,y,2) = (xo + ta,yo + tb, z0 + tc), Yt € R
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Em coordenadas

P = (95797 Z)’ A= (%’0,2/0,20) € 7 = (a7 b, C)

AP =17,

(z,y,2) — (z0,y0, 20) = t(a,b,c) = (z,y,2) = (x0, Y0, 20) + t(a,b,c)
= (z,y,2) = (xo + ta,yo + tb, z0 + tc), Yt € R

Com isso,
T =1x9+ at
Yy =1yo + bt
z=2z9+ct, t €R.
Estas equagbes sdo chamadas simplesmente de equagdes paramétricas da reta r.
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> i
AT Exemplo
@ Determinar as equagdes paramétricas da reta r que passa pelos pontos A = (1,2,—2) e
B=(-1,4,2).
® Sejam A= (0,1,8),B=(-3,0,9) er: X =(1,2,0) +¢(1,1,—3). Determine o ponto C
de 7 tal que A, B e C sejam vértices de um tridngulo retdngulo com angulo reto no
vértice A.
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%’ Exercicio

@ Considere os pontos A = (2,—1,0), B =(0,1,—1). Determine a reta r que passa por A
e B.

® Repita o Exemplo 2 agora com o angulo reto no vértice C'.
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v Resposta

= ﬁ = (—2,2,—1) é um vetor diretor e tomando A com ponto inicial, temos que

T = 2 =2t
r:¢ y= —1 42t ,teR.
z = 0 —t
—
©C=(14+t2+¢-3t), CB=(—t—4,—t—23+9) eCA=(—t—1,—t— 1,3t +8).
N 26
CA.c*—B>:0;»11t2+59t+78:0;»t:—3out:—ﬁ.
Logo, C = (—2,-1,9) ou C = (- P, - L, 1)
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Dependéncia e Independéncia linear

Definicao

Dois vetores sdo ditos linearmente dependentes (LD) quando um dos dois é muiltiplo do outro.
E dizemos que sdo linearmente independentes (LI) caso contrario.

Definicao

| \

Dizemos que um vetor W é combinagdo linear de i e ¥ quando existem «, 8 € R tais que

W= atl + S

A\
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Equacdes paramétricas de plano

Dados A, B e C pontos n3o-colineares do espaco e seja 7 o tnico plano que os contém. Os
vetores t = AB e ¥ = AC s3o LI. Um ponto P pertence ao plano 7 se, e somente se, A
pode ser escrito como combinac3o linear de i e ¥, isto §,

PeﬂﬁAﬁ:tﬁ—l—sﬁpara t,s e R.

Esta equacao é dita equacao paramétrica vetorial do plano m e os escalares t e s s3o ditos os
pardmetros do ponto P.
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m coordenadas

Sejam A = (zo, Yo, 20), U = (u1,u2,u3) € U= (vy,v2,v3). Dado P = (x,y, z), temos que

AD — 1 + s,
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Em coordenadas

Sejam A = (zo, Yo, 20), U = (u1,u2,u3) € U= (vy,v2,v3). Dado P = (x,y, z), temos que

AD — 1 + s,

(z,y,2) — (0, Y0, 20) = t(u1, u2,us) + s(vi,va, v3)
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Em coordenadas

Sejam A = (zo, Yo, 20), U = (u1,u2,u3) € U= (vy,v2,v3). Dado P = (x,y, z), temos que

AD — 1 + s,

(z,y,2) — (0, Y0, 20) = t(u1, u2,us) + s(vi,va, v3)

=(z,y,2) = (20, Y0, 20) + (tur, tu, tuz) + (sv1, sv2, sv3)
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Em coordenadas
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Em coordenadas

Sejam A = (zo, Yo, 20), U = (u1,u2,u3) € U= (vy,v2,v3). Dado P = (x,y, z), temos que

AD — 1 + s,

(z,y,2) — (w0, Yo, 20) = t(u1, u2, u3) + s(vi, v2, v3)
=(z,y,2) = (%0, Yo, 20) + (tu1, tug, tuz) + (sv1, sva, sv3)
=(z,y,2) = (xo + tur + svi, yo + tug + sva, 2o + tug + svz), Vi, s € R

Prof. Reginaldo Demarque Geometria Analitica e Calculo Vetorial Equagdo Paramétrica do Plano



Em coordenadas

Sejam A = (zo, Yo, 20), U = (u1,u2,u3) € U= (vy,v2,v3). Dado P = (x,y, z), temos que

AD — 1 + s,

(z,y,2) — (w0, Yo, 20) = t(u1, u2, u3) + s(vi, v2, v3)
=(z,y,2) = (%0, Yo, 20) + (tu1, tug, tuz) + (sv1, sva, sv3)
=(z,y,2) = (xo + tur + svi, yo + tug + sva, 2o + tug + svz), Vi, s € R

Que também pode ser escrita como

P=A+ti+sv, t,s €R.
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Em coordenadas

Sejam A = (zo, Yo, 20), U = (u1,u2,u3) € U= (vy,v2,v3). Dado P = (x,y, z), temos que

AD — 1 + s,

(z,9,2) — (z0, Y0, 20) = t(u1,u2,u3) + s(vi, va, v3)
=(z,y,2) = (%0, Yo, 20) + (tu1, tug, tuz) + (sv1, sv2, 503)
=(z,y,2) = (xo + tur + svi, yo + tug + sva, 2o + tug + svz), Vi, s € R
Que também pode ser escrita como
P = A+ti+sv, t,s € R.

Com isso,
T = xg + tu] + sv;
Yy = Yo + tug + svo
z = zp + tus + svs, t,s € R.

Este sistema é chamado de sistema de equacdes paramétricas do plano. .
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AT Exemplo

Seja 7 o plano que contém o ponto A = (3,7, 1) e é paralelo aos vetores U = (1,1,1) e

v = (1,1,0). Determine as equagBes paramétricas de 7 e verifique se o ponto (1,2,2)
pertence a .
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%’ Exercicio

Verificar que os pontos A = (1,1,0), B=(1,0,1) e C = (0,1,1) n3o sdo colineares.
Determinar equagdes paramétricas para o plano que os contém.
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v Resposta
Note que A = (1,1,0), @ = AB = (0,—1,1) e = AC = (—1,0,1), dai,
r=1 —s

y=1 —t
z=0 4+t +s, t,seR.

Prof. Reginaldo Demarque Geometria Analitica e Calculo Vetorial Equagdo Paramétrica do Plano



Geometria Analitica e Calculo Vetorial
Parte Il: Geometria Analitica Espacial

Prof. Reginaldo Demarque

Prof. Reginaldo Demarque Geometria Analitica e Calculo Vetorial Equacg3o Cartesiana do Plano



Equacdo Cartesiana do Plano

Definicao

Dizemos que um vetor ndo nulo W é normal a um plano w quando W é normal a qualquer
vetor Ag, onde A, B € .

Se 77 é normal a um plano ™ e Py € m, entdo

. BP =0, VP e
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coordenadas

Sejam 7 = (a,b,¢), Po = (20,10, 20) € P = (z,y, z) entdo

7. BB =0
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Em coordenadas

Sejam 7 = (a,b,¢), Po = (20,10, 20) € P = (z,y, z) entdo

7. BB =0

:>((l,b,C) '(33—33079_310,2—20) =0
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Em coordenadas

Sejam 7 = (a,b,¢), Po = (20,10, 20) € P = (z,y, z) entdo

7. BB =0

:>((l,b,C) '(33—33079_310,2—20) =0
=a(x —x0) + by —yo) +c(z—20) =0
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Em coordenadas

Sejam 7 = (a,b,¢), Po = (20,10, 20) € P = (z,y, z) entdo

Prof. Reginaldo Demarque

7. BB =0

:>((l,b,C) ‘(33_33079_310,2—20) =0
=a(x — o) +b(y —yo) +c(z — 20) =0
=ax —axg+ by —byg+cz —czp =0
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Em coordenadas

Sejam 7 = (a,b,¢), Po = (20,10, 20) € P = (z,y, z) entdo

Wb =0
=(a,b,¢) - (x — 20,y — 0,2 — 20) =0
=a(r —20)+ by —vyo) +c(z—20) =0
=ax —axrg+ by —byg+cz—czp=0
=ax + by + cz + (—axg — byy — ¢zp) =0
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Em coordenadas

Sejam 7 = (a,b,¢), Po = (20,10, 20) € P = (z,y, z) entdo

Wb =0
=(a,b,¢) - (x — 20,y — 0,2 — 20) =0
=a(r —20)+ by —vyo) +c(z—20) =0
=ax —axrg+ by —byg+cz—czp=0
=ax + by + cz + (—axg — byy — ¢zp) =0
=ax +by+cz+d=0.
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Em coordenadas

Sejam 7 = (a,b,¢), Po = (20,10, 20) € P = (z,y, z) entdo

Wb =0
=(a,b,¢) - (x — 20,y — 0,2 — 20) =0
=a(r —20)+ by —vyo) +c(z—20) =0
=ax —axrg+ by —byg+cz—czp=0
=ax + by + cz + (—axg — byy — ¢zp) =0
=ax +by+cz+d=0.

Logo, os pontos do plano devem satisfazer a seguinte equac3do cartesiana

ar +by+cz+d=0.

Prof. Reginaldo Demarque Geometria Analitica e Calculo Vetorial Equag3o Cartesiana do Plano



AT Exemplo

@ Determinar uma equagdo cartesiana para o plano que contém os pontos A = (1,0, 1)
B=(-1,0,1) e C =(2,1,2). Faga um esho¢o desse plano.

@® Verifique se os vetores @ = (1,2,1) e ¥ = (3,2, 3) sdo paralelos ao plano
m:2x — 3y + 4z — 600 = 0.
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N3o existe equacao cartesina da reta no espaco
Na Geometria Analitica Plana vimos que as retas do plano s3o descritas por equacdes da forma

ar + by +c=0.

No contexto da Geometria Analitica Espacial, uma equacio deste tipo sempre representa um
plano. Sempre estarad subentendido que a terceira varidvel que n3o aparece na equacdo tem

seu coeficiente nulo. |

AT Exemplo

Uma equag¢do como x + y — 2 = 0 descreve um plano paralelo ao eixo OZ.
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@ Obtenha uma equagdo cartesiana para o plano m que contém A = (1,1,0) e

1,—1) e é paralelo ao vetor @ = (2,1,0).

B=(1,-1,
® Verifique se o vetor i é paralelo ao plano 7 : 4 — 6y + z = 3, nos casos
Qﬁ ( 17_273) 052(3’ ,0)
0O i=(0,1,6) O i=(-3,2,24)

Geometria Analitica e Calculo Vetorial Equacg3o Cartesiana do Plano
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QU= AB = (0,-2,—-1) =" =uxv=(-1,2,—4). Logo, a equagdo é do tipo
—x+2y—4z+d=0
Substituindo A nesta equacdo chegamos em d = —1 e portanto na equacido

m:—x+2y—4z—-1=0.

® 1= (4,—6,1), fazendo 7i - & em cada caso, sdo paralelos os vetores dos itens b, c e d.
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Equacdo Cartesiana do Plano

A equacgdo cartesiana de um plano é da forma

’am+by+cz+d:().‘,

onde o vetor 77 = (a,b,c) é ortogonal ao plano.

AT Exemplo

@ Determinar equagdes paramétricas para o plano 7 : 2z + 3y + 2z = 1.

® Determinar a equacdo cartesiana do plano que contém as retas

r=1-—1 =S
r:q y=t s:9 y=1-2s
z=1+2t, teR, z=3+s, seR.
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“%’ Exercicio

@ Obtenha as equagbes paramétricas do plano 7 : 4x +2y — 2+ 5 = 0.
@® Mostre que o ponto P = (4,1,—1) ndo pertence a reta r : X = (2,4,1) +¢t(1,-1,2) e
obtenha uma equacg3o cartesiana do plano « que contém P e r.
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@ Note que A = (0,0,5) e reque = (4,2,—1) L 7. Como &= (0,1,2) L7 e
v=(1,0,4) L 7 sdo LI, temos que
r=s
VI y:t

z=5+2t+4s, t,s € R.

@ A=(241)erCa, i=AP=(2,-3,-2)Jaed=(1,—-1,2) /o Entdo
n=1uxv= (-8 —6,1) L a. Logo,

a:—8xr—6y+z—39=0.
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Posicao relativas entre retas

No espacgo, existem quatro posicoes que duas retas 7 e s podem assumir:

Paralelas Coincidentes
S S
% /
/T_;/'S
Vetores LD
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Posicao relativas entre retas

No espacgo, existem quatro posicoes que duas retas 7 e s podem assumir:

Reversas

S
Concorrentes s
I
s : /
|
r |
i
\4

ﬁl/\
Wy

Vetores LI
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AT Exemplo

Determine a posigdo relativa entre as retas r : X = (1,2,3) +¢(0,1,3) e s, nos casos:
® s: X =(1,3,6) +£0,2,6).

x=t
@s:qy=1+t ,tekR
z=1

es:{$+y+z:6
z—y—2z2=—-4
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%’ Exercicio

Determine a posicao relativa entre r e s abaixo.
®r:X=(819+1t2,-1,3)es: X =(3,-4,4) +t(1,-2,2)

y+z=3

r+y—2==6

@r:Xz(l,—l,l)—i—t(—Q,l,—l)es:{
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® 7= (2,-1,3) e §=(1,—2,2) sdo LI, portanto as retas sdo reversas ou concorrentes.
Tomando A = (8,1,9) € r e B=(3,—4,4) € s, temos que ﬁ = (—5,—5,-5), dai,

[AB, 3,7 = 0,

logo as retas sdao concorrentes.

@® Substituindo-se X = (1 — 2¢t,—1+¢,1 —t) nas equagdes de s vemos que 7 € s n3o
possuem pontos em comum. Portanto s3o reversas ou paralelas. Como 7i; = (0,1,1) L s
efipg=(1,1,—1) L s, entdo §=1i; x e = (—2,1,—1) = 7, portanto sdo paralelas.
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Posicao relativas entre retas e planos

No espacgo, existem trés posicdes que uma reta r € um plano = podem assumir:

Parelelos Transversais

r esta contida em 7 / T
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AT Exemplo

Determine a posicao relativa entre a reta r e o plano 7, nos casos:
®r:X=(1,1,0+¢1,-1,1)en:x+y—2+2=0.

r=1+1%
@r:sy=1—-t ,teRem:iz+y—2=0.
z=t

2r —y—2z=5
e r: veogT em:rx+y+4z =4
z—3y+22=0
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%’ Exercicio

Estude a posicao relativa entre r e .
®r:X=(1,1,1)+¢3,2,1)en: X =(1,1,3) +¢(1,-1,1) + s(0,1,3)
®@r:X=(1,1,0+¢0,1,-1)enm:z—y—2z=2
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v Resposta
®7"=(3,21)en=(1,-1,1) x (0,1,3) = (—4,—3,1) é normal ao plano. Como

-7 = —17, a reta r é transversal a 7.
@® Substituindo (z,y,2) = (1,1 +¢,—t) na equagdo de 7 temos que

1—(1+t)+t=0+#2

Isso significa que a reta ndo intercepta o plano 7, portanto sdo paralelos.

Posicdo Relativa de Retas e Planos
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Distancia de um ponto a uma reta

Definicao

Dados um ponto A e uma reta ¢, a distancia entre A e {, denotada por d(A, (), é a menor das
distancias de A aos pontos de .
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Distancia de um ponto a uma reta

Definicao

Dados um ponto A e uma reta ¢, a distancia entre A e {, denotada por d(A, (), é a menor das
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Proposicao

Sejam A um ponto e { uma reta. Se P é um ponto qualquer de { e ¥ é um vetor diretor de ¢
entdo

|AP x 7|

W40 ="
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AT Exemplo
m=1l=10
@ Achar a distancia do ponto A = (3,0,—2) aretal:q y=2+2t
z=t, teR.

® Obtenha os pontos da intersecdo dos planos 1 : x +y =2 e mo : © = y + z que distam

V314/3daretas:x=y=2z2+1.
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%’ Exercicio

@ Determine a distancia do ponto A = (—2,0,1) er: X = (1,—-2,0) +¢(3,2,1).

® Obtenha os pontos da reta r : x = y = z que equidistam das retas
s: X =(1,0,0)+¢(1,1,0) e w : X = (0,0,1) + (1,0, —1).
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© A= (-2,0,1), P=(1,-2,0), 7= (3,2,1). AP =(3,-2,—1) e AP x 7= (0, —6,12),

portanto
d(A,r) = % = 3ﬂ
V14 7

@ Note que A = (¢,t,¢), §=(1,1,0), P = (1,0,0) € s, @ = (1,0,—1) e Q = (0,0,1) € w.

Dai,
5211 A\/282 + (1 —2¢t)°
d(A,s) = d(Au) = Y21 C=) e Gemiei

V2 V2
Logo A = (0,0,0) ou A =(1,1,1).
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Distancia de um ponto a um Plano

Definicao

Dados um plano m e um ponto A, sabemos que existe uma tnica reta { passando por A
perpendicular a . Sendo P = w N ¢, é facil ver que a distancia entre A e P € a menor que a
distancia entre A e qualquer outro ponto X de w. Com isso definimos a distdncia de A a 7 por

d(A, ) = d(A, P).
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Distancia de um ponto a um Plano
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Proposicao

Sejam m um plano e A um ponto fora de ©. Se 7 um vetor normal a ™ e Py € m um ponto
) p p p

qualquer diferente de A, entdo
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AT Exemplo
Determine a distancia do ponto A = (1,—2,1) ao plano

r=1+4+4t+s
T y=t—12s
z=—-2—s, t,s eR.

Distancias
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Sejam Py = (x0,Y0,20) € 7 : ax + by + ¢z + d = 0. Usando uma equagdo paramétrica da reta
{ podemos mostrar que

_laxg + byo + czo + d

Wm = e

[ g
AT Exemplo
Calcule a distancia do ponto Py = (1,2 — 1) ao plano 7 : 3z — 4y — 5z + 1 = 0.
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Distancia de um ponto a um Plano

Definicao

Dados um plano w e um ponto P, sabemos que existe uma tnica reta ¢ passando por P
perpendicular a . Sendo Py = m N £, é facil ver que a distancia entre P e Py é a menor que a
distancia entre P e qualquer outro ponto X de w. Com isso definimos a distdncia de P a 7 por

d(P, 7T) - d(P, P()).
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Distancia de um ponto a um Plano

Definicao

Dados um plano w e um ponto P, sabemos que existe uma tnica reta ¢ passando por P
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Proposicao

Sejam 7 um plano e P um ponto qualquer. Se T um vetor normal a ™ e A €  um ponto
qualquer diferente de P, entdo

d(P,ﬂ') = ?7
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AT Exemplo
Determine a distancia do ponto P = (1,—2,1) ao plano

r=1+4+4t+s
T y=t—2s
z=-2—s, t,s €R.

Distancias
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%’ Exercicio

Calcule a distancia do ponto P = (1,3,4) ao plano 7 : X = (1,0,0) + ¢(1,0,0) + s(—1,0, 3).
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v Resposta
7 = (1,0,0) x (—1,0,3) = (0,-3,0) L7, A= (1,0,0) € 7 e AP = (0,3,4). Logo,

07 3a 4) | (07 _37 0)‘

=3.
10, -3,0)]

d(P,7) = I
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&@ Desafio

Obtenha a equag3o geral do plano 7 que contém a reta r : X = (1,0,1) +¢(1,1,—1) e que
dista v/2 do ponto P = (1,1, —1).
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Distancia em Coordenadas

Sejam P = (x0,Y0,%0) € 7 : ax + by + cz + d = 0. Entdo
N |CL:L“() + byg + czo + d|

Va2 4+ b% + 2

d(P, )

AT Exemplo
@ Calcule a distancia do ponto P = (1,2 — 1) ao plano 7 : 3z — 4y — 5z + 1 = 0.

@® Obtenha os pontos da reta r: z = 2 —y = y + 2z que distam v/6 do plano
mix—2y—z=1.
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%’ Exercicio

® Calcule a distancia do ponto P = (1,1,15/6) ao plano 7 : 4o — 6y + 12z + 21 = 0.

® Obtenha os pontos da reta 7 : X = (0,1,1) + (1, 1,2) que equidistam dos planos
m:x+2y—z—3=0edoplanom:z—y+2z=1.
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® d(P,m) =]

© P=(t1+t1+2t)=d(P,m)=dPm) =12 =M 4

po( 21 1) opo (279
3'3° 3 5 55
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&@ Desafio

Obtenha uma equagdo geral do plano que contém os pontos A = (1,1,1) e B=(0,2,1) e
equidista dos pontos C' = (2,3,0) e D = (0,1,2).
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Distancia e duas retas

Definicao

Dados duas retas r e s, a distancia entre r e s, denotada por d(r, s), € a menor das distancias
entre todos os pontos der e s.
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Férmulas de Distancia

Sejam 7 e & vetores diretores de r e s e sejam P e () pontos de r e s respectivamente.
Podemos dividir o célculo da distancia em dois casos:

® Se 7 e § ni3o sdo multiplos, entao

PG, 7,7
d(T, S) == =0 -
|7 x 5]
® Se 7 e § sdo multiplos, entdo

PG x 7

d(’l“, 9) = W;
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® Calcule a distancia entre as retas:
r: X =(-1,2,0)+¢1,3,1)es:3x—22-3=0=y—2—2
@® Calcule a distancia entre as retas r : X = (1,—1,1) + ¢(-2,1,—1) e

5 y+z=3
|zt+y—2=6

Prof. Reginaldo Demarque Geometria Analitica e Calculo Vetorial Distancias



%’ Exercicio

Calcule a distancia entre as retas r : X = (2,1,0) +¢(1,—1,1) e
®s:z2+tyt+z=2xr—y—1=0.
®s:—~x+l=y=—2z-—2.
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o= (1,-1,1), §=(1,1,1) x (2,—-1,0) = (1,2, —3), dai, ¥ x §= (1,4, 3), os vetores ndo
sdo mdltiplos. Como P = (2,1,0) € r e Q = (0,—1,1) € s, entdo PQ = (—2,—2,1).
Logo,
d(r,s) = T
V26
® Note que 7= (1,—1,1) e §=(—1,1,—1) sdo mdltiplos. Tomando P = (2,1,0) € r e
Q = (1,0,—-2) € s temos que PQ) = (—1,—1,-2), ]@ x 7= (—3,—1,2) e portanto

d(r,s) = 3

Prof. Reginaldo Demarque Geometria Analitica e Calculo Vetorial Distancias



&@ Desafio

Determine a reta r que contém o ponto A = (1,3,—1), é paralela aoplanom: x +2=2e
distaddaretas:z—z=y+2=2z—x+4.
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