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T=2+t x=1+2¢

1. Considere asretas r: ¢y =1—t es:qy=1-2¢t
z=1t, teR, z=14+2t, teR.

(a) [1 pt] Encontre a equagao geral do plano 7 que contém r e s.

(b) [1 pt] Encontre a equagao da esfera de centro C' = (1,0, —1) que é tangente ao plano .

Solugao:

(a)

— 0,3

Sabemos que ¥ = (1, —1,1) é um vetor diretor para r e s. Além disso, P. = (2,1,0) e re Ps = (1,1,1) €

Neste caso, um vetor normal ao plano 7 é
—
n=Ux PP, =(—-1,-2,-1).
Neste caso a equacao é da forma —z — 2y — 2z +d = 0.

\

— 0,2

Substituindo as coordenadas de P, na equagao do plano encontramos d = 4. Logo a equacao do plano é:

—x—2y—2+4=0

(b)
0,5
O raio desta esfera é dado pela distancia entre C' e o plano 7. Com isso,
—1+14+4 4 24/6
d(C,m) = @ _ = i
VIi+4d+1 V6 3
~ 0,5

Neste caso, a equagao da esfera é:

8
(m—1)2+y2+(z+1)2=§

2. Considere os planos 1 :x +y+z2z=0em:2x —y—1=0.

(a) [1 pt] Obtenha as equagoes paramétricas da reta r = m N 7a.
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(b) [2 pts] Encontre os pontos da reta 7 que estdo a uma distancia de /6/6
msix+2y+2—1=0.

do

plano

Solugao:

(a)

— 0,2

Sabemos que 77 = (1,1,1) e i = (2,—1,0) sdo vetores normais de m; e o respectivamente.

\

— 0,3

Neste caso um vetor diretor para r é:

T =ity x iy = (1,2, —3)

\.

— 0,3

seguinte sistema:
r+y=0
20 —y =1,

cuja solucao é x =1/3 e y = —1/3. Logo um ponto de r é P = (%, —%,0).

Resta encontrar um ponto que pertence a r. Fazemos z = 0 nas equacaoes de 7 e 7y e obtemos o

\

— 0,2

Logo, as equagoes paramétricas de r sao:

|
Wl
+
~+

— 0,5

devemos determinar os valores de t tais que

d(Pt,ﬂ'g) = ?

Do item anterior temos que um ponto da reta é da forma P, = (% —i—t,—% + 2t, —3t). Neste caso,
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' ]0 ™\
Como o vetor normal a 73 é 7 = (1,2,1) temos que
2 1
|-2—2t+2(-1+2t)] V6 4
d(P,,m3) = 3 3 =— = |-—=+2t =1
(Ft, m3) /6 6 3"
= 1 +2t=1 1 + 2t 1=t L t !
— — ou — — = — = — Ou = —.
3 3 6 6
f_05 )
Substituindo em P, temos que os pontos sao: P;/s = (%, 0, —%) e Prg = (%, 2, —%)

3. [2 pts] Encontre o raio e o centro da circunferéncia que ¢ a intersegao do plano 7 : 2z — 2y — 2z + 9 = 0 com a esfera
(x—3)%+ (y+2)* + (2 — 1)* = 100.

Solugao:

— 0,5 \

Sabemos que 7 = (2,—2,—1) é um vetor normal de 7, C' = (3,—2,1) é o centro e R = 10 é o raio da
esfera.

Por um lado, sabemos que o centro da circunferéncia pertence a reta r que passa por C' na direcao do
vetor 77. Uma parametrizada para r é dada por

ri(x,y,2)=(3,-2,1)+¢(2,-2,1) = (3—2t,—2—2t,1 +1¢), t e R.
Isso significa que o centro da circunferéncia é da forma Cy = (3 — 2t,—2 — 2¢,1 + t).

\. J

=
o 010 A

Por outro lado, como Cj pertence a 7, substituindo as coordenadas de C; na equacao de m obtemos
t = —2. Logo, Cp = (—1,2,3).

\. J

o 0~5 A

Dado um ponto P qualquer da circunferéncia sabemos que seu raio é dado por d(P,Cp). Observe que
neste caso, o triangulo APCyC é retangulo, onde C'P é a hipotenusa.

Como d(C, P) = 10 é o raio da esfera, e d(C,Cy) = 6, usando a férmula de Pitdgora, temos que o raio
da circunferéncia é d(P, Cy) = 8.

4. Considere as restas r1 e ro dadas por:
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z=3+3t teR, z=1t, teR,

a

1 pt] Mostre que r1 e r9 sdo reversas.

=1 r=t
y=2+1t erg:{y=1+t1
[
(b) [1 pt] Calcule a distancia entre elas.

[

(c) [1 pt] Determine a reta que intercepta r1 e ro perpendicularmente.

Solugao:

(a)

— 0,5

Note que #; = (0,1,3) e ¥ = (1,1,1) s@o vetores diretores de 71 e rg respectivamente.. Além disso,
P =(1,2,3)erie P, = (O, 1,0) € 7.

Como
e .
(PP, U1, U5] =2,

temos que as retas sao reversas.

— 0,4

. . ~ I
Sabemos que o volume do paralelepidedo cujas arestas sao os vetores ¥, Us € Py P,, é dado por

——
|[P1P2,U17U2]| - 2

0,3

Além disso, a area da base do mesmo paralelepipedo é dada por

||'l71 X ’(72” = 14.

— 0,3

Logo, a distancia entre as retas é a altura deste paralelepipedo que é dada por

> 5 — —

[Pt )| V14

d(?"l,’l“g)—h_ — .
|71 x V2] 7
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— 0,3

Seja r a reta perpendicular a 1 e ra.
Um vetor diretor para essa reta é o vetor

1_)':_'1X172:(72,371).

\

— 05

Resta encontrarmos um ponto que pertence a r. Para isso, sejam ()1 e Q2 os pontos de r que interceptam
as retas r1 e ro respectivamente. Neste caso, temos que Q1 e Q2 sao da forma:

Q1=(1,2+t34+3t)eQ2=1(s,1+s,s).

ST o
Como @1Q)2 e U sao paralelos temos que

Com isso, temos o sistema
10+ 10s -4t =0

5+6s—t=0
—5—2s+5t=0.
Resolvendo o sistema obtemos que s = —5/7 e t = 5/7. Com isso, temos que 1 = (1, %, g)
—~ 0,2
Logo, temos que a reta r é dada por
r=1-2¢

T y:%+3t

z:gft, teR.
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