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4 Capitulo 1. Geometria Analitica Plana

1.1 Coordenadas no Plano

Em um plano, fixado uma unidade de medida, sempre podemos adiitancia entre dois
pontos. Assim, dados dois pontdse B quaisquer denotaremos pdi3 o segmento de reta
determinado por eles e pdfA, B) a distancia entre estes pontos. Sabemos que a distatisiasa
as seguintes propriedades:

1. d(A, B) > 0;

2. d(A,B)=0< A= B,

3. d(A,B) =d(B,A);

4. d(A,B) <d(A,C)+d(C, B),YA, B, C.

A Ultima propriedade & conhecida cordesigualdade triangulare a igualdade ocorre se, e
somente s&,' € um ponto do segmento determinado dar B.

Em um plano, dizemos que uma ret@ orientada quando escolhemos sobre ela um sentido
de percurso, chamaghwsitivo . O sentido oposto sobre a reté ditonegativo. Numa reta, diz-se
gue um pontadB esta a direita do pontd quando o sentido de percurso dgaraB € positivo.

T A B

Figura 1.1: Escolha de um sentido de percurso narreta

Um eixo £/ € uma reta orientada na qual & escolhido um péhtchamadamrigem.
O E

Figura 1.2: EixoE' com origemO.

A nocao de distancia permite introduzir coordenadasesain eixo, ou seja, representar 0s
pontos da reta por meio de nUmeros reais de uma forma pareeid o que fazemos com uma
régua.

A origemO do eixo faz-se corresponder o niimero zero. A Cada p&irde E situado & direita
deO faz-se corresponder o numero real positive d(O, X). A cada pontoX’ situado a esquerda
da origem faz-se corresponder o numero real negativo—d(O, X').

O nUumero reat, que corresponde a um pordado eixo £ da maneira acima indicada, chama-
secoordenadadesse ponto.

Com estes simples conceitos apresentados até agoraiegbdsscrever um plano, um objeto
puramente geomeétrico, de forma algébrica e, a partirudir a algebra como uma ferramenta
poderosa na resolucao de problemas geométricos. Pesseessa descricao.
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Figura 1.3: EixoE com origemO.

Imaginemos sob nossos pés uma superficie perfeitam&na gue se estende em todas as
direcdes sem limites. Isto & a no¢ao primitiva de plddim sistema de coordenadas ortogonais
(ou cartesianas)OXY em um planor consiste num par de eixos perpendiculares contidos nesse
plano, com a mesma origet. Denotamos um dos eixos porX e o chamamos de eixo das
abcissas e denotamos o outro eixo porY” e o chamamos de eixo dasdenadas

Em um planar, escolhido um sistema de coordenadas ortogonais como,gudt@mos asso-
ciar de forma Unica a cada ponto um par de nUmeros reaiggténge forma:

e Para um pontol sobre o eixd@) X, o par de numeros que Ihe corresponde,®), ondea &
a coordenada dé no eixoO.X, conforme definido anteriormente.

e Para um pontd sobre o eix@)Y’, o par de numeros que Ihe corresponde,), ondeb &
a coordenada dB no eixoOY, conforme definido anteriormente.

e Para um pontad?, que nao esta em qualquer dos eixos, tracamos por ele arakelp ao
eixo OY, a qual cortaD X no ponto de coordenadae, em seguida, tracamos uma paralela
ao eixoOX, a qual corta 0 eix@Y no ponto de coordenada entao o par de nUmero que
corresponde & & (z,y).

0)%
Bt (0,b)
y (a,0)
| o A 0X
l
- ——— T
P (z,y)

Figura 1.4: Sistema de eixos ortogonais.

Reciprocamente, a cada par de nUmeros podemos associamiconponto do plano. Além
disso, podemos notar que ao fary) esta associado um ponto diferente do (pat:). Com isso
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dizemos que o conjunto dos pares ordenados
R?* = {(z,9); =,y € R}

esta em correspondéncia biunivoca com o plano

O conjuntoR?, cujos elementos sao pares ordenados de nimeros raaié, amesma coisa
gue o planor, cujos elementos sao pontos. Entretanto vimos que quaxaimds um sistema
de coordenadas ortogonais podemos coloca-los em condgspcia biunivoca. Neste caso, usa-
remos essa correspondéncia para identificar cada goutm plano com o par ordenado que |lhe
corresponde escrevendb= (z,y) para simbolizar essa identificacao.

Os eixos ortogonais decompdem o planem quatro regides, cada uma das quais chamada de
guadrante , da seguinte forma:

1° Quadrantef(z,y) e R?; x > 0ey > 0}
2° Quadrante{(z,y) € R*} z < 0ey > 0}
3° Quadrante{(z,y) € R* z < 0ey <0}
4° Quadrante{(z,y) € R%; = > 0ey < 0}

oY

2° 1°

30 40

Figura 1.5: Quadrantes do plano.

Exemplo 1.1.1.Em um plano, fixado um sistema de coordenadas cartesi@nias, represente:
a) Ospontos” = (1,0),Q = (2,1) e R = (-3, —2).

b) Os conjuntosA = {(z,y) € R*; x =1} e B = {(z,y) € R?; = = y}.

Solugao:
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a) Os pontos, (Q e R estao representados abaixo.

b) Note que o conjuntad sao todos os pontos do plano que tem coordenadas, portanto uma
reta vertical passando pelo poritg0). Ja o conjuntd3 & formado por todos os pontos que tem
a primeira coordenada igual a segunda, portanto & umguetdivide o e o Fquadrantes ao

meio.

Vejamos agora um exemplo de como exprimir um fato geonwetiécforma analitica.

Exemplo 1.1.2.Determine as coordenadas do pontédio do segmento determinado pelos pontos

A=(1,1)eB = (7,3).

Solucao: Para resolver esse problema usaremos de alguns fatos detéadPtana. Denotemos
por M = (z,y) o ponto médio do segmento determinado pelos podt@esB. Considere o0s
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pontosP e () como na figura abaixo. Da construgao vemos que os triaagéd P e BM () sao
retangulos cujas hipotenusdd/ e M B tém o mesmo comprimento, ja qué & o ponto médio
do segmentol B. Alem disso, como os segmentd$® e M (Q sao paralelos, temos que os angulos
MAP e B/J\RQ sao congruentes. Portanto os triangulésiP e BM () sao congruentes. Com
isso, os ladosiP e M(Q tém mesmo comprimento. Dai, a coordenadao ponto médio entre

1 e7, ousejay = 4. Da mesma forma vemos que a coordengada 2. Logo o ponto médio &
M = (4,2).

3 B
|
|

y .F——-7 $ @
|
T |
I |
I |
i ‘
1 7

xXr
Com o0 mesmo argumento deste Gltimo exemplo podemos magteadados pontogd =
(a1,as) € B = (by, by) 0 ponto médio do segmentbB & o ponto)] = (2t gzthe),

1.1.1 A diséincia entre dois pontos

Sejar um plano munido de um sistema de coordenadas cartegiBXi&s Se conhecermos as
coordenadas dos pontds= (ay,as) € B = (b1, by) como podemos determinar a distancia entre
estes pontos ?

Se A e B tém a mesma ordenada, ou seja, = b,, entdo o segmentd B & paralelo ao
eixo OX e portantod(A, B) = |b; — a,|. Analogamente, sél e B ttm mesma abcissa, entao
d(A, B) = |by — as|.

Se, entretantod e B tém abcissas e ordenadas distintas entao, considerapdotoP =
(b1, as), vemos quedP B & um triangulo retangulo cuja hipotenusa & o segmdiito Neste caso
sabemos que

d(A,P)=1by —ai| e d(P,B)=|by— ay

Pelo Teorema de Pitagoras vemos que
d(A, B)2 = d(A, P)2 + d(P, B)2 = (bl - CL1)2 + (bg - ag)z.

Logo

d(A,B) = \/(b; — a1)? + (by — as)2.
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ay bl 00X

Figura 1.6: Distancia entre os pontds B.

Um caso particular interessante da formula de distamti@ elois pontos obtida é a distancia
entre um ponto qualqué? = (z,y) e a origemO = (0,0) que é dada por

d(O, P) = /2?2 + 4%

Note que a formula de distancia entre dois pontos coiremde0s casos em gue 0S pontos tém
mesma abcissas ou ordenadas. De fato; se b, entao

d(A, B) = \/(bl - 0,1)2 + (bg — a2)2 = \/(bg — a2)2 = |b2 — CLQ|.

O mesmo ocorre quandg = b,.

A férmula de distancia entre dois pontos € a primeiraaf@enta algébrica que nos permitira
resolver uma grande quantidade de problemas da geometjam¥s alguns exemplos a fim de
mostrar o poder dessa nova ferramenta.

Exemplo 1.1.3.Represente o seguinte conjunto no plano cartesiano

A={(x,y) € R% 22 + 4% = 1}.

Solugdo: Um pontoP = (z,y) pertence ao conjuntd se, e somente se? + y> = 1. Com
isso, note qué (O, P) = /2% + 42 = 1, dai, concluimos que os pontos do conjurtezo todos
os pontos do plano cuja distancia até a origem do sistencaalelenadas &€ semplreou seja, 0
conjuntoA & formado pelos pontos do circulo de centro na origem elraio
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\
JOX

Raciocinando da mesma forma vemos que o circulo de centtorepontoA = (a, b) e raior
€ 0 conjunto dos pontaB = (z, y) que satisfazem a equacao

(x —a)* + (y — b)* =r2

Exemplo 1.1.4.Fixado um pontoP = (xg,1,) determinar a reta que passa pela origenée
perpendicular ao segmentoP.

Solugdo: Sejar a reta que passa pela origem e & perpendicular ao segiéhtoUm ponto
Q@ = (z,y) pertence aretase, e somente se, o triangutd) () é retangulo. Com isso, do Teorema
de Pitagora, o pont@ = (z,y) pertence a retase, e somente se,

d(0, P)*+d(0,Q)* = d(P,Q)>.
Aplicando a férmula de distancia, temos que
Pyt +ag+ys = (@ —20)* 4 (y —yo)® = 2 — 2xxo + 2F + ¥* — 2yy0 + U5

Simplificando obtemos que
xxo + yyo = 0

Logo, a retar &€ 0 seguinte conjunto
r={(z,y) € R* azy+ yyo = 0}.

Um ponto que esta na retaé o pontoP’ = (—yo, xg), POIS —yozo + zoyo = 0. Podemos ver
que o segment® P’ & a rotacao do segmentoP de um angulo dé0°no sentido anti-horéario. Da
mesma forma vemos que o port§ = (y,, —z,) esta na reta e o segment® P” & a rotagao do
segment@ P de um angulo dé0°no sentido horario.
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Yo o 0OX

1.1.2 Exereios

1. Determine a distancia entre os ponios Q):

a) P=(1,3)eQ = (2,4). d) P=(1/2,-2/3)eQ = (—5/2,4/3).
b) P=(1,3)eQ = (—1,2). e) P=(v3,1)eQ = (6,2).
c) P=(2,—-4)eQ = (-2,3). ) P=(m,1)eQ =(2,3).

2. Calcule a area e o perimetro do triangulo cujos véstsdoA = (—1,3), B = (1,0) e
C = (5,0).

3. Determine a equacao para os pontos do plano equidistdaP = (1, —2) e@ = (3,4).

4. Um pontoP = (z,y) do plano se move de maneira que a soma dos quadrados das suas
distancias aos pontd@g,0) e (—1,0) & sempre igual & Encontre uma equagao que relaci-
ona as coordenadase y do pontoP, determinando tugar geonétrico descrito pelo ponto
P. Vocé consegue representar este conjunto no plano?

5. Para cada uma das equacdes abaixo esboce no@lEr00 conjunto dos pontoér, y)
cujas coordenadas satisfazem essa equacao:

a) v? — 51 +6 = 0; 9) 28+ — 2%y —y=0;
b) 42 — 6y +9 = 0;
c) > +y?*+1=0;
d) |z| +y=0;

e) (22 — Tx +10)(z2 — Ty + 6) = O; ) +yPtr+y=1

f) (#> +1)(z —y)=0; Ky 22+ a2y — 2>y —x+y—y>=0;

h) 22 +y? = z;

) 22 +y>+y=0;
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6.

7.

10.

Esboce o conjunt& = {(x,y); |y| <z < 3}.

Em cada um dos casos abaixo, esboce o conjunto dos pojgesoardenadas:, y) cum-
prem as condi¢Oes especificadas:

a) |lr—3| < 1; g) *>y;
o= =1, ) @y
) [z—3|<lely—2[<5;
d) [x—3|<lely—2| <5
e) [z >2ely| = 3;

f) 2y =0, K) 2% <y?

) 0<z<y<l;

j) 2* <y

Determine a equacéo do lugar geométrico dos ponto®quielistam dos pontod, 3) e
(5,1).

Determine a equacao do lugar geométrico dos pontosgjuidistam do eix@ X e do ponto
(0,2).

S&o dados dois pontas= (1,3) e B = (5,1). Determine o lugar geométrico dos pontos
P tais qued(A, P)? + d(B, P)* = k? ondeK € uma constante dada. Determine para que
valores det o problema tem solugao.
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1.2 Vetores no Plano

A fim de motivar o estudo de vetores vamos enunciar um probieanaativo, retirado de[3], e
gue mais a frente veremos como o conceito de vetor nos pexmasiolver facilmente tal problema.

O Problema do Tesouro

Recentemente foi descoberto um manuscrito do pirata BaglgaaNlescrevendo a localizacao de
um rico tesouro enterrado por ele em certa ilha do Caribe. Quswito identifica perfeitamente a
ilha e da as seguintes instrucoes.

“...qualquer um que desembarque nesta ilha vera imedetizndois grandes car-
valhos, que chamarei dé e B e também uma palmeira, que chamarei(de Eu
enterrei o tesouro em um ponld que pode ser encontrado da seguinte forma.

Caminhe de&' paraA contando seus passos. Chegandokwire para a esquerda
e dé exatamente o mesmo numero de passos para chegar@adfont

\olte ao ponta’.

Caminhe d&' paraB contando seus passos. Cheganddxmire para a direita e
dé exatamente o0 mesmo niUmero de passos para chegar ad\ponto

O pontoX esta nareta que ligel a N, e a mesma distancia desses dois ponto.”

Figura 1.7: Mapa do Tesouro.

Com essas precisas informagdes, os exploradores chegareferida ilha mas tiveram uma
desagradavel surpresa. Os carvalhdé®(B) la estavam, mas a palmeir@)tinha desaparecido
completamente.

O tesouro estava perdido.
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Entretanto, fazia parte da comitiva, o0 matematico AugMgagner Carvalho que, ap6s breves
calculos, conseguiu descobrir 0 tesouro e, naturalmegiténdicou para si sua posse.

Como ele fez isso?

Para resolver este problema e muitos outros precisamosra®itm de vetores. Passemos
agora a formalizacao deste conceito.

Definicao 1.1. Um segmento de reta orientadé@ um segmento no qual se escolheu um dos seus
pontos extremos para ser o ponto inicial. Dados dois podted3 denotamos pod B, 0 segmento
orientado cujo ponto iniciaé o pontoA. O pontoA €& ditoorigeme o pontoB & ditoextremidade
Representaremos um segmento de reta orientado no planonp@isata com a ponta da seta na
extremidade do segmento orientado.

A

Figura 1.8: Segmento de reta orientatlB

Observe que um segmento de rdt& define dois segmentos de reta orientados difereAtBs,
e BA.

Definicao 1.2. O comprimentode um segmento orientadbB & a diséncia do pontad ao ponto
B. Esta medida sérdenotada porAB| ou pord(A, B).

Definicao 1.3.Dizemos que dois segmentos de reta orientagimshesmdirecioquando as retas
gue os corégm K0 paralelas.

Definicao 1.4. Dados dois segmentos orientadds e C'D com mesma diré&p.

i) SeAB e(CD esBo sobre retas distintas, dizemos gagmmesmo sentidse os segmentos’
e BD nao se intersectam. Caso codatio dizemos queiimsentidos opostos

i) Se AB e (CD esto sobre a mesma reta enfio tomemos um segmento orientddb fora da
retar e de mesmo sentido d&3, de acordo com o item anterior. Neste caso dizemosAjBe
e C'D temmesmo sentidseC' D e EF tém mesmo sentido. Caso cdrto dizemos queem
sentidos opostos
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B
\
\
\
\ D D
AL /
C C
mesmo sentido sentidos opostos

mesmo sentido sentidos opostos

Definicao 1.5. Dois segmentos orientadoacs ditosequipolentesquando €m o mesmo compri-
mento, a mesma dir&Q e 0 mesmo sentido.

Se 0s segmentos orientadds3 e C'D sdo equipolentes, escrevemds3 = C'D. Caso
contrario, escrevemoslB # CD.

Um segmentddB ondeA = B & chamado umsegmento nulo. Os segmentos nuloém
comprimento zero edo ©m dire@o nem sentido. Todos os segmentos nuosceonsiderados
equipolentes.

Exemplo 1.2.1.Considere os ponto®@ = (0,0), A = (1,2), B =(2,1),C = (3,3), D = (3,0),
E=(54),F=(7,00eG = (4,0).

a) Desenhe no plano os segmentos orientddds BC, DE e FG.

b) Quais desses segment@s £quipolentes?

Solucgao:
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...............................................................................................

Devemos verificar quais pares de segmentos tém mesmo coeamid, mesma direcao e mesmo
sentido. Pela figura podemos notar que o segmeiitaao pode ser equipolente a nenhum dos
outros, visto que nao é paralelo a nenhum deles, port@&atdem a mesma direcao.

Podemos ver qué(O, A) = (v/5), d(B,C) = v/5 ed(D, E) = 21/5. Com isso, 0 segmento
DE nao pode ser equipolente(dA e nem aBC' pois ndo tem 0 mesmo comprimento que 0s
demais.

Resta verificar s€&) A e BC' sao equipolentes. Para isso considere o quadril@ieto' B.
Sabemos, da Geometria Plana, que um quadrilatero & utelpgramo se, e somente se, as suas
diagonais cortam-se mutuamente ao meio, ou seja, se sgandiatém o mesmo ponto médio.
Como no exercicio_1.1.2 podemos ver que as diagaféise AB tém o mesmo ponto médio
M = (%, 23) logo OAC D & um paralelogramo e portaniod e BC' tém o mesmo comprimento,

a mesma diregao e 0 mesmo sentido, ou seja, sao equimlent
|

O mesmo argumento usado para mostrar que os segmertesBC sao equipolentes pode
ser aplicado para um par de segmentos orientados quaisggi@stho sobre retas distintas. No
caso em que 0s segmentos estao sobre a mesma reta o arggmenpouco diferente, mas ainda
vale o mesmo resultado, ou seja, basta olhar para o ponto oh@&slsegmentos determinados pelas
extremidades. Em resumo temos o0 seguinte resultado cujard@racao pode ser vista em [2].

Proposicdo 1.6.SejamA, B, C' e D pontos do plano (colineares o@a). Enéo,
AB = CD se, e somente sd,D e BC possuem 0 mesmo pontéain.

Desta proposi¢cao podemos obter uma caracterizacébratg que nos permite determinar fa-
cilmente quando dois segmentos orientados sao equipslent

Proposigdo 1.7. SejamA = (ay,as), B = (by,b2), C = (c1,¢2) € D = (dy, d2) pontos no plano
cartesiano, erto:

AB=CD & (bl — a1,62 — CI,Q) = (dl — Cl,dg — Cg).
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Demonstrag@o: De fato, sejam\/,p € M- 0s pontos médios déD e BC respectivamente. Da
Proposicad 116 temos queB = C'D se, e somente s&/,p = Mpc, OU S€ja,

a1+d1 a2+d2 . bl+01 bg—i—Cg
2 2 B 2 72 '

a1 +di=bi+ci € ay+dy=0by+co.

Dai,

Portanto,

bi—a;=d;y—c; € by—ay=dy— cs.

O

Exemplo 1.2.2.Sejam4 = (1,0), B = (—1,1) e P = (2, 1) pontos do plano. Determine o ponto
Q = (z,y), tal quePQ = AB.

Solucao: Da Proposi¢ab 11PQ = AB se, e somente se,

Dai,z =0ey = 2. Logo@ = (0, 2).

Agora estamos preparados para definir o conceito de vetor.

Definicao 1.8. Um vetorno planoé a cole@o de todos os segmentos orientados equipolentes a
um segmento orientado dado. 3& & um segmento orientado, 0 vetor que consiste de todos
0s segmentos orientados equipolentes/a &€ designado po@. Qualquer segmento orientado
equipolente aAB € chamado umepresentantedo vetor/@. Os vetores & tami&m escritos
usando letras mifisculas com uma flecha, comb 7 7 e etc.

Observe que um vetor e segmento orientado nao sao a mesaaldm segmento orientado
podemos desenhar no plano através de uma flecha, ja o @et@ode ser representado pois ele &
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a colecao de todos os segmentos orientados equipoleritesse O que deve ficar claro &€ que se
AB e(CD sao equipolentes entao os veto@ eC_f) sao iguais.

O conceito de vetor, devido a sua formalizacao abstratde parecer confuso no inicio, mas
com a pratica vai se tornando natural. Um outro conceitceematico que estamos familiari-
zados e que tem o0 mesmo tipo de construcao & o conceit@c@ofr Sabemos que as fracdes
1/2, 2/4, 3/6, 4/8, ... sao equivalentes e usamos a primeira para representardedaitras. O
conceito de equivaléncia de fragdes & analogo ao dees@gs equipolentes. As fracoeL e 2/4
sao equivalentes, mas usamos aquela que for mais conteeagenosso problema. Por exemplo, se
em uma receita preciso usar 1/2 xicara de leite e em minlaadisisonho apenas de um copo que
corresponde a 1/4 de xicara entao uso dois copos destesgd que 2/4 € equivalente a 1/2. Do
mesmo modo, o conceito de vetor € trabalhado. Se conhegegmento orientado, entao o vetor
representado por este segmento contém todos os segmguifosentes a ele, dai, dependendo do
problema uso o que for mais apropriado, ou seja, posSSO uadTugN outro segmento que tenha
0 mesmo comprimento, a mesma direcao e 0 mesmo sentidlanpéartando em que posicao ele
esteja.

Vimos na Proposi¢alo 1.7 que 963 e C'D sao equipolentes entdo a difenca entre as coorde-
nadas do extremo e da origem de cada segmento &€ a mesma jhas @rsegmentos. Assim,
dado um vetor/, qualquer dos seus representantes que tomarmos e fizerrifeseagh entre as
coordenadas como na Proposigad 1.7 sempre obteremosrmmesultado. Isso motiva a seguinte
defini¢ao.

Definicao 1.9. Sejam A = (aj,as) € B = (b1,by) pontos do plano. Dizemos que
(by — a1, by — ay) SA0 ascoordenadas do vetaﬁ , € escrevemos:

zﬁ = (bl - al,bg - CLQ).

Assim como no caso dos pontos de um plano estamos fazendooarespondéncia biunivoca
entre vetores e pares ordenados. Com isso, a partir de agogr ordenado por estar represen-
tando um vetor ou um ponto, dependendo do contexto.

Exemplo 1.2.3.Sejam os pontod = (0,1), B = (1,—1) eC = (-1, 1). Determine as coorde-
nadas do vetor &, o (anico) pontoD, tal que AL — C'D e o pontoP, tal queAL = OP.

Solugdo: Pela Definicad 119 temos que

@:(1—0,—%—1) - (1_73)
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SeAB = Cﬁ entdo tém as mesma coordenadas. Séndo(z, y) temos que

CD—=(r+1,y—1) = (1_73) > (z,y) = (0,_—5).

2

Do mesmo modo, s = (z,y), entao

OP = (x— 0,y —0) = <1—o,—1—1>:»(x,y):(1—o,—1—1).

2 2

Logo temos qué® = (1 —0,—3 —1) e D = (0, 32).

Observa@o: Note que neste exemplo os segmento orientad®sC' D e O P apesar de serem
diferentes representam o mesmo vetor, ou s@,: @ = (ﬁ% Alem disso as coordenadas
do vetor(ﬁ sa0 as mesma do pont®. Essaé uma caractdstica geral, as coordenadas de um
vetor v sd0 as coordenadas do ponto géie extremidade do segmento orientado com a origem
na origem do sistema cartesiano que o representa.

1.2.1 Operages com vetores

A palavra vetor provém do latimehere que significa transportar. Podemos imaginar que um
vetor translada os pontos do plano em uma direcao e semtidon uma certa intensidade, dada
pelo comprimento do vetor. Neste caso, se 0 vﬂ@rleva 0 pontoA atéB e o vetorB? leva o
pontoB até o pontd” o resultado final seria 0 mesmo que levar diretamente o pbaté o ponto
C pelo vetorz@. Motivados por essa ideia & que definimos a soma entre getore

Definicdo 1.10.Sejam« e ¥ vetores no plano. Aomados vetoresi e o & o vetorw obtido
da seguinte forma. Tomé um ponto qualquer do planadB o representante da/ e BC o
representante do vetar, o vetor i & o vetor representado pelo segmento orientddd Neste

caso, denotamos
W= +7T =AB + BC = AC.

Observa@o: Esta definiéo independe do pontd tomado, ou seja, qualquer ponto que se tome
no plano sempre obteremos o mesmo vetor, veja [2].

Baseados em uma propriedade geométrica que queriamaos gatores tivessem, transportar
pontos, definimos o que &€ a soma de dois vetores. Com iss® g pergunta natural, se conhe-
cermos as coordenadas dos vetares 7 quais sao as coordenadas do vetor soma destes vetores?
A proxima proposicao responde a essa pergunta.
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o o

A C
W=U+7

Figura 1.9: Soma de dois vetores

Proposicdo 1.11.se W = (uy,us) € ¥ = (vy, v2), ENBO

7"‘7: (U1—|—U1,UQ—|—1)2).

Demonstrago: Tome A = (ay,as) um ponto qualquer do plano. Sefa = (b1, b,) tal que o
segmentaoA B representer, ou seja, v = ,ﬁ Do mesmo modo tomé&' = (¢, ) tal que
= J@ Neste caso, pela definicdo de soma de vetores temos que

U:7+7:1@+B? m Cl—a,l,g—a,g). (11)

Queremos escrever as coordenadas do vétem funcao de;, us, v; € vs.
Sabemos qu@l —ay, by — 0,2 z@ 7 ul, UQ) (Cl — bl, Co — bg) = (’Ul, Ug), dai,

a; = by —uy, ag = by — uy

C1 :’U1+b1, (6)) :Ug+bg
Substituindazy, as, ¢1, ¢, em [1.1) obtemos que

E? = ((’Ul + bl) — (bl — ul), (Ug + bg) — (bg — Ug)) = (Ul + V1, Ug + Ug).

0]
Com isso vimos que se conhecermos as coordenadas dos yvetu@Es as coordenadas do
vetor soma sao simplesmente as somas das coordenadassNgoweendente como uma definicao
geométrica de soma de vetores resulte em uma express&diedgtao simples?

Exemplo 1.2.4.SejamA = (—1,0), B = (2, —1) eC = (1, 2). DetermineAB + AC.

Solugdo: Sabemos qu@ (3,-1) e,@ ), dai,

AB+ AC = (3,-1) + (2,2) = (5, 1).
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Uma outra forma geométrica de ver a soma de dois vetoreshamarlaegra do paralelo-
gramo. Dados e ¥, tomeA um ponto qualquer e sejalii — AB e @ — AC. SejaD o ponto
que faz do quadrilaterd BDC um paralelogramo, entdo a somadee 7’ & o vetorw = ﬁ
representado pela diagonal do paralelogramo.

Figura 1.10: Regra do paralelogramo

Para ver que a regra do paralelogramo nos fornece realmepterosoma basta ver que, pela
contrucao, o segmento de rebd) & equipolente ao segmenty’”, assimBﬁ = ,@ dai, pela

definicao temos que
@+ =AB + BD = AD

Como cada coordenada do vetdr+ o & a soma das coordenadas correspondentesele’
entao a soma de vetores herdam, da soma de nimeros resguages propriedades.

Proposicio 1.12.Sejamw, ¥ e W vetores quaisquer. Valem as propriedades:

1. Comutatividade: @ + ¥ = ¢ + o

—
2. Vetor nulo: O vetor nulo, denotado pof , & o vetor representado por qualquer segmento
nulo e satisfaz

T+0 =1,

3. Simétrico: Para todo vetori existe um vetor, denotado peru e chamado siktrico, tal
que

T+ (-d)=10.
4. Associatividade(w + V) + W = U + (V + ).

Outra operacao € a multiplicacao de um vetor por umeromeal. Geometricamente multi-
plicar um vetor por um namero significa alterar o seu comenita ou sentido sem modificar a
direcao. Baseados nessa ideia surge a seguinte definica

Definicdo 1.13.Sejamu = @ e\ € R. Definimos goroduto deX por @ com sendo o vetor
A\, representado pelo segmemd’ de modo que:
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1. A, B, e B’ sao colineares;
2. |AB'| = |\|ABJ;
3. AB e AB’ tem 0 mesmo sentido ae> 0, sentidos opostos se< 0.

Novamente, a definicao independe da escolha dos panéoB, ou seja, se tomarmds e D
. - — . , —
tais quew = Cﬁ entdo o vetoC' D’ = )\Cﬁ obtido sera o mesmd ', veja [2]. Dado essa
definicdo geométrica & natural perguntar quais sao@aslenadas do produto de um vetor por um
escalar?

Proposico 1.14.SeW = (uy,us) e X € R, enfloAW = (Auy, Auy).

Demonstrag@o: Considere os pontaB = (up,uz) € Q = (Aug, Aug). Sabemos qu@ = (ﬁ%
devemos mostrar q@ = AO?, ou seja, devemos verificar que

1. O, P, e sao colineares;
2. |0Q| = |A||OP];
3. OP eOQ tem o0 mesmo sentido se> 0, sentidos opostos se< 0.

1. De fato, seu; = 0, entaoO, P e () estdo sobre o eix@Y, portanto sao colineares. Se
u; # 0, entdo sejanP’ = (u1,0) e @' = (\uy,0). Considere os triangulos retangulos
OP'P e OQ'Q e note que a tangente do angll® P’ & -1, e a tangente do anguigO ()’

Uz
, A . R = .
e )\—ul S Dali, os angulo®O P’ e QOQ' sao congruentes, ou seja, 0S segmetBse
U9 U9
OQ formam o mesmo angulo com o eiXaX, portanto estao sobre a mesma reta, 16go

P e( sao colineares.

)\Ug ______________ Q
|
P |
U L — — — — — I
| |
. 2
O U1 O )\Ul

2. Com efeito,
10Q| = /22 + N2u3 = |\\/u? + u3 = |\|]|OP|.

3. Neste caso devemos analisar 0s casos:
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o u; >0euy >0 o uy=0euy >0 o uy<0euy =0
e up >0euy =0 e uy=0euy <0 e u;<0eu <0
e up >0euy <0 o uy <0euy >0

Vamos analisar somente o primeiro, 0os demais sao analogos

Suponha que;; > 0 eu, > 0. Neste cas@ P esta no primeiro quadrante e a reta que

contéemO, P e () & uma reta que passa pela origem e intersecta o primeiro rearte
guadrante.

Se\ > 0, entaoAu; > 0 e \uy > 0, assimO(@ também esta no primeiro quadrante, logo

OP eOQ tém o0 mesmo sentido.

Se) < 0, entdo\u; < 0eluy < 0, assimOQ também esta no terceiro quadrante, 698
e OQ tém o sentidos contrarios.
0]

Exemplo 1.2.5.SejamA = (0,1) e B = (1,0). Determine os representantésD, C D' e CD”
dos vetoresiB , ~2AB e 245 com origem no pontd’ = (1, 1).

Soluggio: ComoAL = (1, —1), da Proposicab 114 enta@AL = (—2,2) e —245 = (2, -2).
SejamD = (dy,dy), D' = (dy,d,) e D" = (d}, d}), entao
CD=(d—1,ds—1)=(1,—1)=dy =2 eds = 0= D = (2,0),

e
CD' =(d,—1,d,—1)=(-2,2) = dy = —1 edy =3 = D' = (—1,3),

CD' = (0 —1,d)—1) = (2,—2) = dy =3 edy — —1 = D" = (3,—1).
|

Assim como a soma de vetores, o produto de vetores por ebeattam as seguintes proprie-
dades dos namero reais.

Proposicdo 1.15.Sejamw, ¥ vetores do plano &, . € R. Valem as propriedades:
1. Associatividade(u ) = ()W

2. Distributividade:
MU+ ) =\T + 27

A+ )W =\ + pud;
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3. Elemento neutro:O numerol & o elemento neutro da multiplicag por escalar, ou seja,

17 =.

Exemplo 1.2.6.Dados os vetores/ = (1,—1) e ¥ = (3,1), determine

%
b —d.

T=2T 4T, b =T +20, T =

N —

Solugao:

T =20 +7 =2(1,-1)4(3,1)=(2,-2) + (3,1) = (5, —1).

T =T 427 =(1,-1)+2(3,1) = (1,—1) + (6,2) = (7. 1)

V@ =11~ (5,-1) = (;%) 1) = (_;g)

@ =

N —

Finalizaremos essa se¢ao com a solugao do problemsesppaelo no inicio.

A solucao do problema do tesouro

Augusto Wagner Carvalho estabeleceu na ilha, que felizremat plana, um sistema de coor-
denadas com origem er e com 0 pontaB no eixoOX. Ele mediu a distancia da até B e
encontrou 40 metros. Assim, ficou estabelecido gue (0,0), B = (40,0) e para a palmeira
desaparecida ele p&s= (z,vy).

o 90

Temos entao que

AC = (x,y), AM = (y, —x), BC = (x —40,y) BN = (—y,z — 40).
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Como A é a origem, as coordenadas do pohtesaoM = (y, —x). Logo,F\f = @ + ﬁ\f =
(40 — y, x — 40).
SendoX o ponto médio do segmentd N, suas coordenadas sao dadas por

Y y+40—y’—x+x—40
2 2

) = (10, —20).

Portanto, para encontrar o tesouro, bastava andar 20megadideA paraB e depois virar a
direita e andar mais 20m. Competéncia de Augusto WagnaredaBarba Negra. A localizacao
do tesouro ficou independente da palmeira.

1.2.2 Exertcios

1. SeAd = (1,1), B = (2,2),C = (~1,0) e D = (0,1), entaoAl = CD? EAB = CD?
Justifique.

2. Verifique se é verdadeira ou falsa cada afirmacao digustisua resposta.

a)ABe/@ c)@:@ﬁA:CeB:C
b) AB=CD < AL = CD d) AB = CD = AC = BD

3. Prove que um quadrilatero € um paralelogramo se, e gersenos pontos médios de suas
diagonais coincidem.

4. Prove, usando a definicio de soma de vetoresBdtie BA — AC.
5. Prove que, sA L + AC — BC, entaoA — B.

6. Prove, usando a definicao de soma de vetores, a segegnéepara determinar o vetaf =
U + 7 +W: tomam-se representantes consecutivos, isto &, a origeaxth um coincidindo
com a extremidade do anterior, e "fecha-se o poligono”.tkdague a regra vale para quatro
e para cinco parcelas (é possivel demonstra-la paraunmer qualquer de parcelas usando
o Principio de Inducao Finita.)

7. Localize os pontost = (1,1), B = (-3,0),C = (4,1), D = (2,-3), E = (3,-2) e
F = (—4,-3) no plano cartesiano e efetue os seguintes calculos:
a) AB + AC + AD
b) 2(BC — EC) + 3EE — 2AD
¢) AB + BC +CD + DE + EA
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d) +ﬁ—(,@+2@)+ﬁ—(ﬁ—ﬁ)
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1.3 Produto Interno

Dados os segmentos orientadbB e AC abaixo vocé seria capaz de determinar o angulo entre
eles?

Se vocé pensou em usar um transferidor parabéns, & umddiaaMas voceé seria capaz de
encontrar esse angulo usando apenas uma régua gradoeldgjsie um barbante?

Se vocé acha que nao € capaz, imagine que vocé estejamdaraeserto do Saara com muita
sede, sozinho e nao disponha de nenhuma tecnologia. DeteepEcé encontra uma lampada
magica e o génio diz que Ihe concedera trés desejos cagéawensiga calcular este angulo usando
apenas uma régua graduada, um lapis e um barbante.

Se com este incentivo vocé ainda nao é capaz de calctesmgulo pesquise sobre a definicao
de radianos e tente novamente.

Podemos mostrar que dois segmentos equipolentes defingmo&rcongruentes, ou seja,
angulos de mesma medida. Baseados nisso definiremos agnifecaiangulo entre vetores e em
seguida definiremos uma outra operacao envolvendo dtmsageque relaciona suas coordenadas
com seu angulo.

Definicio 1.16. Dados dois vetored/ e ¥ definimos cAngulo entrew e ¥ o menorangulo
formado pelos segmentas” e O(), representantes de e v’ respectivamente.

Definicdo 1.17.Definimos anormade um vetof’ como sendo o comprimento de qualquer dos
seus representantes. Denotamos a norma‘dgor || 7/||. Um vetor com norma igual a & dito
vetor unitario.

Exemplo 1.3.1.Calcule a norma dos vetorég = (1,0), 7 = (3,1) e W = (@,

)

N[

S

Solugdo: SejamA = (1,0), B= (3,1)eC = ( 23 %) Neste caso, pela definicao,
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17| = d(0,A) = V12402 =1,
|7 = d(O, B) = V32 + 12 = V10,

3 1
|7 = d(0,C) = 1 Z—l-

Logo 0s vetored/ e & S&0 unitario mas o vetar nao.

A norma de um vetor satisfaz algumas propriedades muits. Ute
Proposicio 1.18.Sejamw e ¥ vetores do plano & € R. Entio,

LT = 0;

2. | 7|| = 0 se, e somente s&, = 0;

3. AT = I

4. || d + V|| < ||[Z]| + || 7] (desigualdade triangular)

Demonstrago: Sejam7 = (uq, us) eV = (v1,v9). As propriedades 1,2 e 3 sdo imediatas. Para
demonstrar a desigualdade triangular precisamos do ¢ortEeproduto interno que sera visto em
seguida, portanto faremos sua demonstracao no exénfp® 1.

O

Definig&o 1.19.0 produto interno ou escalarentre os vetores/ e v’ & o riimero real
w7 =T cosb,

onded € oangulo entre eles.

Proposicio 1.20.Sew = (uy,us) e ¥ = (vy, v2) S0 vetores no plano, e

UV = UIV1 + UV2.

Demonstragio: SejamP = (uy,uz) € Q = (vy,v5). Neste casol = oD, T = (ﬁ e seja
W = J@ = (Ul — U1, V2 —U2)-
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0 0 Q
7

Como as normas dos vetores sao os comprimentos dos lad@dutoO PQ, sabemos, pela
Lei dos cossenos, que

12+ [V )1° = 20| [V ]| cos b = @
Da definicao de produto interno, temos que
20 -V = [T+ 7)) - |7

Substituindo as coordenadas no lado direito, obtemos que
1
T = §(||7||2 + {1 = 1)
1 2 2 2 2 2 2
= §(u1+u2+vl + 05 — (v1 —up)” — (vg — u2)?)

1
= 5(2ulvl + 2u9vy) = U1y + Ugvs.

Exemplo 1.3.2.

1. Encontre o produto interno enti@ = (1,2) e 7 = (5, 4).

2. Determinar o valor de: € R tal que os vetored/ = (a,1) e ¥ = (2,3) tenham produto
interno igual a 15. Achar, tanmém, o cosseno dingulo formado por esses vetores.

Solugao:

1. Da Proposicalo_1.20 temos que

WU =5+8=13.
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2. Novamente, da Proposi¢ao 1.20 temos que
UV =20+3=15=0a=6.

Neste caso, note quel|| = v/37 e || 7/|| = v/13. Da definigio de produto interno temos

que
5= -7 = ||| || 7] cos® = V37V13 cos .
Dai,
cosf = 5
V481
Usando uma calculadora cientifica podemos determinar gmguwlod € aproximadamente
46.84°.

\Vejamos agora as principais propriedades que o produtmmsatisfaz.

Proposigio 1.21.Para quaisquer vetores/, v e W e para qualquer imero real), valem as
propriedades:

1L.4-7="7-4;

2. MW - V) =(\U)- T =U -(\7);
3.(W+7) W=1" -W+7-;
4.0 -U =

5. |% - 7| <||@| || 7] (desigualdade de Cauchy-Schwartz)

2.

Demonstragio: Tomando as coordenadas dos vetorest e & e usando a ProposicBo 11.20 as
propriedades 1-4 seguem imediatamente das propriedadésdzos reais. Quanto a propriedade
5, basta notar quiecos 6| < 1 para todd® € R. Com isso, da definicdo de produto interno, temos
que

-V = LNV | cosb] < [T |-
O

Exemplo 1.3.3.Vejamos agora como usar o produto interno para mostrar agleddade trian-
gular.
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Solucao: De fato, usando as propriedades de produto interno, podesnogsie

|7+ =(W+7)-(d+7)
—U U420 - T +T -V
— 2|+ 27 -V + || 2)?
<@ +2% - 7|+ 7|
<@+ 20| 7] + 7]

= (I + 711>

Logo,
17+ 7| <12l + 7]

Observe que, da definicio de produto interno, dados dtisesa! e '
e Se0 <0< I, entdor - v > 0;

e Sef =T, entdot - ' = 0;

e SeT < < entdaor - v < 0.

Com isso, diremos que dois vetorese ¥ sdoortogonais ou perpendiculares e denotare-
mos pord L ¢, quando - ¢ = 0.

No exempld_1.1J4 mostramos que, dado um padnte- (g, o), 0S pontosy = (x,y) que
pertencem a reta que passa pela origem e & perpendicular ao segnieRtdevem satisfazer a
equacao

xxo + yyo = 0.

Podemos obter o mesmo resultado utilizando vetores e mraatetno. Note que o segmentaP
define o vetoO P — (o, ), assim, para qué pertenca a os vetore$) P e O0) — (, y) devem

ser ortogonais, ou seja,
O:Oﬁ-ﬁ:xxo—l—yyo.
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Veremos agora algumas aplica¢Oes do produto interno.

Exemplo 1.3.4.Dados dois vetores/ = @ eV = ,@ representados por segmentos orientados
de mesma origem. Sejaa reta que passa pelo poni® e & perpendicula@ reta s que congm
AC. SejaB’ o ponto de interseip dessas duas retas. Determine o vetd’, em funéo deu e

.

Solugdo: Como A, B’ e C sao colineares sabemos que existe R tal que
—
AB = MC = \7.

Neste caso devemos determinar essen funcao del e /.

Para isso, note que N
BB AC = 0.

— =
Alem disso, podemos ver quéB’ + B'B = @ Dai, multiplicando esta equacao p@
vemos que

AB - AC + B'B-AC = AB - AC
AL - AC = AB - AC
S MAC - AC = AB - AC
S| AC|? = AL - AC

o AB-AC _ @@
e
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Logo,

- (Ff)e

Com base neste exemplo temos a seguinte definigcao.

Definicio 1.22.Sejam e v vetores no plano. O vetor

sera dito projegio ortogonal dew sobrev'.

Exemplo 1.3.5.

1. Determine os valores € R que fazem da projép ortogonal do vetor/ = (m+1,m—1)
sobre o vetoft’ = (m, 1 — m) ser uniéria.

2. Encontre um vetor perpendicular ao vetar= (1, 2).

Exemplo 1.3.6.Dado um paralelogramal BC'D, temos que

Area ABCD) = \/ | AB |2 AD?| — (AB - AD)2.

E dado um trianguloABC, temos que

Area ABC) = /| AB|?AC|2 — (4B - AC):

Solugdo: Em um paralelogramal BC' D considere os vetore@ e ,ﬁ e sejad 0 angulo entre

eles. Seja ainda a altura do paralelogram%relativa ao ladl®, como na figura abaixo.
C

|
|
'h
|
|
|
|

AD? D

Sabemos, da geometria basica, que a area do paralelogrammduto de um dos lados pela
respectiva altura. Neste caso, temos que

Area ABCD) = ||AD||h.
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Com isso, basta determinarmos o valord&abemos qué = ||@|| sen 0, dal,

’re = = sen
Area ABCD)? = ||AD||?h? = || AD|? | AB| sen® 0
— ||AD|* ||ABIP(1 — cos 0)
— | AD|? |AB|? — | AD| | AB||? cos? 0

— | AD|? ||[AB|> - (AD - AB)>

Donde segue o resultado.
Para obtermos a area de um triangulo basta observarmastpué metade da area do parale-
logramo formado por dois de seus lados.

Exemplo 1.3.7.SejamA = (0,—-1), B = (3,0), C = (1,2) e D = (—2,1). Mostre que o
quadrilatero ABC' D & um paralelogramo e determine saiea.

Solucao: Primeiro devemos verificar que os pont@® D nao estao sobre a reta que passajor
e B, ou seja, devemos ver quke B e C nao sao colineares, bem comoB e D.
SeA, B e C fossem colineares existirlac R tal queﬁ = )\,@. Neste caso teriamos que

(3,1)=A(1,3) = A=3eAr=1/3,

0 que & um absurdo! Portanth B e C' ndo sao colineares. Do mesmo modo podemos mostrar
queA, B e D nao sao colineares.

Com isso o quadrilatero & um paralelogramo ptis e BD tem o mesmo ponto médio. (Ve-
rifique!)
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Agora calculemos a area do paralelogramo. Note|B| = v/10, | AD| = 2v2 e AB -

AD = —4, dai,
Area( ABCD) = \/| AB|]?| AD?| — (A - AD)? = 8.

1.3.1 Exerwios

1. Verifique se & verdadeira ou falsa cada afirmacao dijustisua resposta.

a) Sew e v s&o vetores no plano, entfial | v e || 7|« s&o vetores de mesmo compri-
mento.

b) Se e ¥ tém mesmo comprimento, entad — v e ¥ + ¢ S&0 ortogonais.

c) Sed £0eW -V =7 -w,entdor = .

d) Sew eV sdo vetores no plano, ental + 7 ||> = | 7|2 + 24 - V + || 7|

e) Sew eV sdo vetores no plano, entd@ + 7 || + |7 + 7|12 = 2(| 7 ||* + || 7 ||?).
f) Se eV sdo vetores no plano, entda + V|2 + || — V|2 =47 - V.

g) Sew = (z,1) eV = (x,—1) s&o ortogonais, entdo=1ouz = —1.

h) Existe uma reta que contém os pontbs- (1,3), B = (—1,2) eC = (5,4).

i) O triangulo determinado pelos vérticds= (1,0), B = (0,2) eC = (-2, 1) éretangulo.
j) SeW e ¥ nao sdo nulos Br @ = 0, entdod L 7.

k) Se e maltiplo do vetori, entdoPr- o = .

) SeW -7 =7 -w, entdod L (7 — ).

2. Ache o angulo entre os vetores

a) U =(2,-3) e =(1,1) ) U= (11)e? =(1,2)
b) ¥ =(2,-3) e =(3,2) d @ =(1,0ev = (v3,1)

3. Determine a norma da projeczo do vetosobre o vetoiv .

4. Dadosu = (4,—1)e ¥ = (2, —1) encontre dois vetores, e u) tais qued = uj + u3, U}

é paralelo av’ e u} e perpendicular a’. Esboce essa decomposiczo.

5. Encontre os vetores com norihg3 e perpendiculares@ = (2,3). Quais formam angulo
agudo com(1,0)?
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6. Encontre o produt@@ . ﬁ sabendo que o paralelogram@C' D tem lados de compri-
mentol e2 e areal.

7. A medida em radianos do angulo eriree v’ & 2. Sabendo qué/ || = V5 e[| 7| = 1,
ache a media em radianos do angulo entre o e 7 — /.

8. Mostre que

a) |7 - 17N <[I7 - 7|
b) |7 - V| = || || V| < ¢ e sko paralelos.



1.4. Estudo da Reta no Plano 37

1.4 Estudo da Reta no Plano

Vimos que o uso de um sistema de coordenadas nos permitsgefaepontos e vetores através
de pares ordenados, e assim resolver de forma facil dv@redlemas geométricos. Nesta secao
faremos um estudo detalhado de uma reta o plano. Veremos mpFesentacao algébrica de
retas se da pelo uso de um certo tipo de equacdes. Pampiesentaremos inicialmente algumas
definicdes.

Definicao 1.23.Dizemos qué/ & mltiplo de v quando existe € R tal que @ = A\ 7.

Observa@o: Note que desta defirig podemos concluir que:

= ~ L
1. O vetor nulo0O & miltiplo de qualquer vetor. Contudo nenhum vetdomuloé nltiplo do
vetor nulo.

2. Sew e ¥ ndo sio nulos, erfio 7 & miltiplo de 7 se, e somente se; & niltiplo de /.

3. SejamA, B e C' pontos distintos, eﬁb@ é multiplo de@ se, e somentesd, Be(C
sao colineares.

Exemplo 1.4.1.Considere os vetorég = (1,0), ¥ = (1,1) e W = (2, —1). Mostre quew n&o
e mltiplo de @, mas sim dé&v’ + .

Solucgio: Sew fosse multiplo dév’, entao, pela Definicdo 1.3, existifiac R tal quew = \ 7.
Dai,
(LL0o)=A(1,1) = A=1eAX =0,

um absurdo! Logad n&o & mltiplo dev'.
Note ¥ + o = (3,0) = 3(1,0) = 3. Dai,

T =T+ )

Logo ¥ & maltiplo de® + .
[ |

Definicdo 1.24.Dizemos que um vetodn nulo v éparalelo a uma retar, e escrevemo?//r,
se, para quaisquer ponto$, B € r, 0 vetor/@ é miltiplo de @'. Dizemos que um vetogn nulo
o éortogonal a uma retar, e escrevemos’ L r, se, para quaisquer pontos, B € r, 0 vetor
AB & ortogonal ao vetofy .

Vejamos agora uma maneira de representar algebricameateetsmn
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1.4.1 Equago parargtrica da reta

SejamP, = (x,1,) um ponto de uma retae ¥ = (a,b) um vetor paralelo a esta reta. Da
definicado de vetor paralelo a uma reta, um pafte: (x,y) pertence a se, e somente se, existe

t € Rtal que
AP =17, (1.2)

Esta equacao é diequago vetorial paramétrica da reta r et € ditoparametro.
Em coordenadas temos que

(x_x07y_y0) = t<a’7 b)? S R?

ou seja,
(z,y) = (20, 90) + t(a, D), t € R.

Com isso, cada coordenada define equacdes que dependamanepd, isto €,
T =x9+ at
y=1yo+0bt teR.
Estas equacdes sao chamadas simplesmemigudgdes paranetricas da retar.

Exemplo 1.4.2.

1. Determine as equées pararétricas da reta que passa pelos pontés= (2,3) e B =
(5,2).

2. Mostre que os ponta$ = (—1,0), B = (0,1),C = (1,2) e D = (-3, 1) sdo colineares e
determine as equées parardtricas para a reta que 0s cam.

Solugao:
1. Como@ = (3,—1) & um vetor paralelo a reta que passa A B, pelo visto acima, as

equacdes paramétricas sao:
r=243t
y=3—-t teR

2. Como no item anterior podemos ver que a refae passa pelos pontdse B tem equagao
vetorial paramétrica dadas por

r:(z,y)=(-1+1t1), teR
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Com isso, temos que

t=2=(z,y)=(1,2)=C

= (x,y) = (—%, %) )

Dai, C e D pertencem a retae portanto os pontad, B, C' e D sao colineares.

t =

DO —

Podemos reescrever a equa¢ad (1.2) a fim de dar-lhe umaretegao geométrica. Da definicao
de soma de vetores, sabemos ﬁ = O_fl + ﬁ Assim, da equacab (1.2) temos que

OD = OA+ 17,

% ~ .
Como os vetoreéTlL>j e O A tém mesmas coordenadas dos poiitesA respectivamente, podemos,
por um abuso de notagao, reescrever a equacdo (1.2ydiatesforma

P=A+t7.

Sabemos que ao multiplicarmos o veigrpor um nimero real alteramos apenas seu compri-
mento e sentido. Com isso, podemos dizer que se partirmosrdo A na direcao do vetor/,
alterando apenas seu sentido e comprimento, podemos atddsrds pontos da reta.

As equacdes paramétricas nos permitem representaetayam objeto puramente geomeétrico,
de maneira algébrica. Podemos ver que uma mesma reta taitagfepresentacdes, bastando es-
colher pontos diferentes da reta. Porém, para cada repaese, todos os pontos da reta estao
associados a um Gnico nimero real, o parantewa seja, se variarmassobre todos os nimeros
reais percorremos todos os pontos da reta. Por este matimmds que a reta tem dimensao 1.

Agora apresentaremos uma outra maneira igualmente (réptesentar uma reta.

1.4.2 Equago cartesiana da reta

SejamP, = (0, ¥o) um ponto de uma retae @ = (a, b) um vetor ortogonal & reta Neste caso,
um pontoP = (x,y) pertence a retase, e somente se,

RD- T =0.
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Com isso, temos que
(x — 20,y — o) - (a,0) = 0 < az + by — axg — byy = 0.
Fazenda: = —axq, — by, temos que
ar +by+c=0. (1.3)

Esta equacao é disuag@o cartesiana da reta

Exemplo 1.4.3.

1. Encontre a equdp cartesiana da reta que passa porl = (2,2) e & ortogonal ao vetor

u = (3,2).

2. Encontre a equdp cartesiana da reta que passa pelos portos (1,3) e @ = (5, —9).

Solugao:
1. Como vimos a equacao cartesiana é da forma

3r+2y+c=0.

Como todos os pontos da retdevem satisfazer a equacao, para determinarmos o valdyata
substituirmos o pontel na equacao, assim

6+4+c=0=c=—10.

Logo a equacao da reteé
3r+ 2y —10 = 0.

2. Sejar a reta que passa pelos ponfog (). Neste caso, 0 vetd@ = (4,—12) é paralelo a
retar. Para encontrarmos a equacao cartesiana da neteessitamos de um vetor ortogonal a reta.
Note que o vetor/ = (3,1) & ortogonal a@ e portanto € ortogonal/da Com isso, a equacao da
retar & da forma

3r+y+c=0.

Substituindo o pont@ na equacgao obtemos que- —6, portanto

r:3r4+y—6=0.
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Observag@o: Note que a equap (1.3) réo & uma reta! Uma equap & um objeto algbrico,
enguanto uma reté um objeto geoétrico. A equago cartesiana de uma retaa relago que as
coordenadas dos pontos da reta devem satisfazer, portémtiepende do sistema de coordenada
cartesiana que estamos usando, ou seja, se mudarmos o metesvasde coordenadas a eqaac
gue representa a reta taraln muda. Adm disso, com no caso das eqbes parardtricas da
reta, existem infinitas equaes que representam a mesma reta, bastando para isso mueoro v
ortogonala reta. Note que no exemplo anterior, item 2, péaeros tomar o vetor/ = (12,4)
como o vetor ortogona reta. A maneira correta de se representar uma Etasando a notdp

de conjunto, assim uma retaepresentada pela equag (1.3)é o seguinte conjunto

r={(z,y) € R* ax + by +c =0}
Porém, a fim de simplificar a notag escreveremos simplesmente
r:axr+by+c=0,

devendo termos em mente o conjunto acima.

Dizemos que uma retav@rtical quando & o eix@Y ou uma reta paralela a ele. Neste caso,
qualquer reta vertical & ortogonal ao vetgr= (1,0), portanto as retas verticais tétm equacgao da
forma

r+c=0.

Se areta passa pelo poritg, 0) obtemos que a equagao da reta &
Tr = Xo.

Dai, 0 eixoQY tem equacao cartesiama= 0.

Uma reta é ditdorizontal quando & o eix@ X ou uma reta paralela a ele. Como no caso das
retas verticais, as retas horizontais tém equacOesaefo

Y = Yo,

onde(0, yo) € 0 ponto do eix@Y que ela intercepta.
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Yo

Zo

Uma retar : ax + by + ¢ = 0 nao vertical tem o coeficientenao nulo, portanto podemos
reescrevé-la da seguinte forma

Tomandon = —¢ ep = —¢ temos que

Esta equacao &€ denominastpua@o reduzida da reta A equacao da reta nessa forma nos permite
dar sentido geométrico aos coeficiente® p. De fato, como a reta nao é vertical, & claro que ela
corta o eixoOY . Portanto, fazendo = 0 na equagao reduzida da reta temos gue p, Ou seja,
a reta intercepta o eix0Y no ponto(0, p). Por esse motivo dizemos que& ocoeficiente linear
dareta.

Vamos dar uma interpretacao geométrica ao coeficient®ejaP = (z,y) um ponto qualquer
da reta e note que os pontés @ = (0,p) e R = (z,p) formam um triangulo retangulo com
angulo reto enR?, como na figura abaixo.

oy

Y 4

/p‘

x OX
Denotemos pot 0 angulo que a reta forma uma reta horizontal. Do trianget@ngulo temos

gue a tangente deste angulo &
Yy—p
—

tana =
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Como P = (z,y) € um ponto da reta diferente dg isolando o coeficiente: na equacao

reduzida da reta, obtemos que
Yy—Dp
x

m = = tan «.

Logo, m € atangente do angulo que a reta faz como qualquer dasiceiagntais. Por este motivo
m €& chamado deoeficiente angular da reta

Exemplo 1.4.4.
1. Determine as equées parar@tricas da retar dada pela equ&ap cartesiana:

r:2rx—3y+12=0.

2. Determine uma equéag cartesiana da reta cujas equages pararatricas $0:

T = —6t
S
y=4—-4t, teR.

Solugao:

1. Sabemos que o vetar = (2,3) & um vetor ortogonal & reta Dai, como o vetorv =
(—3,2) & ortogonal ao veton/, temos quev é paralelo a reta. Fazendar = 0 na equacao
cartesiana da retaobtemos quel = (0, 4) &€ um ponto da reta Portanto, as equacdes cartesianas
da retar sao:

r=—3t
A
y=4+4+2t, teR
2. Das equagdes paramétricas temos4ue (0,4) & um ponto da retae @ = (—6,—4) &

um vetor paralelo & reta Dai, obtemos que/ = (2, —3) & um vetor ortogonal a reta Assim,
sabemos que a retadem equacao cartesiana da forma

2 —3y+c=0.
SubstituindeA na equacgao obtemos que- —12. Logo, obtemos

s:2x =3y —12=0
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1.4.3 PosiQes relativas @ngulos entre retas

Nesta secao veremos como determinar as posicoes ertsaetas no plano. Também forma-
lizaremos a nogao de angulo entre duas retas e, comadgilproduto interno, veremos algumas
aplicacOes deste conceito.

Dados duas retas no plance r’, sabemos que ou elas sao coincidentes, ou sao paralelas ou
sa0 concorrentes. Sejam e 7 vetores paralelos@e ' respectivamente. Neste caso, e 7
nao s&o multiplos, entdoe r’ s&o concorrentes. Caso contrario, ou seja; @7 sao mdltiplos,
entao ou as retas sao coincidentes ou elas sao pardiigate Gltimo caso, para sabermos se sao

coincidentes ou paralelas, devemos verificar se algum matema das retas pertence a outra.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.4.5.Determine as posiges relativas entre as retase »’ do plano onde:

r=3-—2t , r=—1—t
1.r e r.:
y=14+3t teR. y=1+t, teR.
r=—-1+3t

2.r:x—3y=1 e 1
y=1+t1, teR.

Solugao:

~ L - ~
1. Das equagdes paramétricas vemos gue (—2,3) e v’ = (—1,1) s&o os vetores paralelos
ar er’ respectivamente. Como nao sao maltiplos temos-qeie sao concorrentes.

2. Das equacdes vemos que 0 VETor= (3,1) & paralelo a ambas as retas. Neste caso,
r’ s@o coincidentes ou paralelas. Podemos ver imediatameate pontod = (—1, 1) pertence a
retar’. Porém, substituindo sua coordenadas na equacao davetaos que

r—3y=—-1—-3=—-4#1.

Logo A nao pertence a retae portanto elas sao paralelas.
[

Como vimos duas retas podem ser coincidentes, paralelasnmorcentes. Sabemos da ge-
ometria basica que duas retas concorrentes formam clatargaatro angulos, sendo os angulo
opostos pelo vértice de mesma medida. Alem disso, conbdeca medida de um deles temos a
medida do outro, visto que sao complementares. Porémdqudunas retas sao coincidentes ou
paralelas falar em angulos entre elas parece-nos um pstremieo. Entretanto, se olharmos para
vetores paralelos a essas retas podemos tomar repressmntant a mesma origem e calcular a
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medida do angulo entre eles, assim o0 angulo entre retakefzar ou coincidentes medirigive ©
radianos.

Baseados neste raciocinio, tomaremos o angulo entreelaasomo sendo o angulo de menor
medida formado por vetores paralelos a elas. Mais precrs@nemos a seguinte definicao.

Definicdo 1.25.Sejamr e s retas no plano e sejamy’ e 7 vetores paralelos a e s respectiva-
mente. Definimos angulo entrer e s como oangulod € [0, g] tal que

cosf) = [, )
edlicdk

Exemplo 1.4.6.
1. Encontre o cosseno @mgulo entre as retas e s dadas por

r=2t—-1
r:3r—4y=1 e s: , teR.
y=—t

2. Encontre as equégs das retas que passam pelo pofito—1) formando uméngulo de
45°com aretar : 2z — 3y +7 = 0.

Solugao:
1. Sabemos qu& = (4,3)/re” = (2,—1)//s. Comod - ¥ =5, || ¢| =5e || 7| = /5,

da definicao de angulo entre retas, temos que

cosf =

Bl

2. Sabemos que um vetor paralalelo & retao vetorv = (3,2). Como ja temos o ponto
P = (2,—1), para determinarmos a equacao cartesiana da reta que fonrAngulo de5°com a
retar precisamos apenas de um vetor ortogonal a ela. Beja (a,b) um vetor ortogonal a reta
procurada, neste caso, sabemos gue- (—b,a) & um vetor paralelo a ela, assim, pela definicao

de angulo entre retas temos que
V2 | =3b+2d]
2 Va®+03/13

Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado afim dealinos as raizes temos que

1 (=3b+2a)?

2 13(a®+1?) "
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Dai,
13a* + 13b* = 2(—3b + 2a)*.

Desenvolvendo o bindbmio do lado direito e agrupando os sesomuns temos que
5a% — 24ab = 5b.

Para simplificarmos esta identidade aplicaremos a téd@ampletar quadrados. Inicialmente,
multiplicando a identidade por 1/5, obtemos que

Agora queremos acrescentar um termo na expressao do lqderés de modo que ela se torne
um quadrado perfeito, ou seja, queremos completar o quagherdeito. Vamos fazer isso sepa-
radamente. Note que o termd — %ab € quase um quadrado perfeito, restando apenas o Gltimo
termo. Assim para que ele se torne um quadrado perfeito deveanescentar um termd nessa
expressao, ou seja,

a’ — %ab + 22,

5
Se esta nova expressao for um quadrado perfeito teremgsiatgeidentidade

24
(a— ) =a®— gab%—xz.

Desenvolvendo o lado direito, temos que
24
a? —2ax + 2* =a® — Eab+x2.

Dai, determinamos que
12

T = —b.

)
Agora voltando a identidade que desejamos simplificarega s

a’® — 2—;ba = b,

144 , . ~
Sabemos que acrescentando o terrhe= 2—b2 a expressao do lado esquerdo ela se torna um
guadrado perfeito. Entretanto, para que a identidade e@attere, somaremos 0 mesmo termo a
ambos os lados da identidade

24 144 144
2 —b o2 _
a a + 5% b 5%

b2+ 02 =0.
- +
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Dai, ,
12 1
o— 225} 219,
5 25
Portanto, 19 13 19 13
a— —b=—boua— —b=——0.
5 5 5 5

Com isso obtemos que
5b ou 1b
a = a= —=0.
)

Assim obtemos duas relacdes enteeb, ou seja, v’ = (b, 5b) ou v’ = (b, — frachs). Lembre-
se que uma reta tem infinitos vetores ortogonais mas pareandesgmos a equacao de uma reta
precisamos de apenas um, assim fazéndd no primeiro & = 5 no segundo obtemos os vetores

7= (1,5 e = (5-1).
Logo, as duas retas possiveis sao da forma
r+dy+c=00Udbr —y+c =0.

Substituindo o pontd® = (2, —1) nessas equag¢des obtemos os valores, dec,, e portanto
obtemos as retas:
r+dby+3=00udz—y+11=0.

1.4.4 Disancias

Nesta secao definiremos distancias de ponto a reta edudgeretas e, utilizando o produto
interno, veremos como determina-las.

Sabemos, da experiéncia, que o caminho mais curto entsgdaios € uma linha reta. Por
isso, definimos a distancia entre dois pontos como sendmpramento do segmento de reta que
0s une. Entretanto a nocao de distancia pode ser eségpalid outros objetos. Antes de definirmos
a distancia entre ponto e reta, e entre retas vamos fazeexpeaéncia. Dados os objetos abaixo,
como voceé calcularia a distancia entre eles? Usando sanaalfixo e sua intuicao tente calcular
as distancias entre eles.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Se voceé seguiu sua intuicao corretamente vocé devétielodc como a distancia entre os dois
segmentos, 2 a distancia entre o ponto e o segmento vegpmraximadament&, 6 a distancia
entre o ponto e o outro segmento, aproximadam®ré a distancia entre o circulo e o segmento
nao vertical, 1 a distancia entre o circulo e o segmenticaée aproximadamente 1 a distancia
entre o circulo e o ponto.

Este experimento nos leva a conclusao de que uma boa mdeeaedefinir a distancia entre
dois objetos & tomar a menor das distancias entre todosussp®ntos. Isso nos motiva a dar a
seguinte defini¢ao.

Definicao 1.26.Sejamr uma reta eP um ponto do plancA distancia deP ar, que denotaremos
por d(P,r), & dada pela distncia do ponta” ao pontoF,, ondeF, € a interseéo da retar com a
reta s, perpendicular a- passando poi.
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Podemos deduzir uma expressao da distancia de ponto @depadendo apenas das coorde-
nadas do ponto e a equacao cartesiana da reta, ou seja,desmguinte proposicao.

Proposigdo 1.27. A diséincia de um pontd® = (z,yo) @ umaretar : ax + by + ¢ = 0 &€ dada

por
_|azo + byo + |

Demonstrago: Pela definicao de distancia de ponto a reta, devemos gacorpontoF, sobre a
retas perpendicular a retapassando paP e calculard(P, P,). Vamos primeiramente determinar

d(P,r)

S.
Como ¥ = (a,b) & um vetor ortogonal a temos quev’ & paralelo &, portanto a equacio
vetorial paramétrica deé

(z,y) = (w0, 0) +t(a,b) = (2o + at,yo + bt), t € R.

ComoPF, € stemos que, = (x¢ +at, yo + bt) para algunt € R. Dai, comoF, também pertence
ar, substituindo suas coordenadas na equacao cartesiaraiselanda obtemos que

t__axo+byo+c
a? + b?

Com isso temos que
axg + byg + ¢

a? + b2

(a,b).

Po = (z0,90) —
Comod(Fy, P) = ||ﬁ“, das propriedades da norma, temos que

axg + byg + ¢

b

(@, b)[*

_awo + byo + ¢

d(P,r) = | BD| = 1@, 0)]

(e, b)|

O

Exemplo 1.4.7.Determine a disincia do ponta® = (—4, —2) a retar de equades parardtricas
r=—-3+5t
y=-—-2+3t teR.
Solugao:
Como¥ = (5,3)//r temos qued = (3, —5) & ortogonal a, portantor tem equacao cartesi-

ana da forma
3r—>Hy+c=0.
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SubstituindaP, = (—3, —2) nesta equagao obtemos que 1, assim temos
r:3z—>5y+1=0.

Com isso, temos que

Agora vejamos como definir e calcular distancia entre det@sr

Definicao 1.28.Sejamr e s retas no plano. Definimos distancia entrer e s, e denotamos por
d(r, s), de acordo com cada um dos seguintes casos:

1. Ser e s sdo concorrentes, edd d(r, s) = 0;

2. Ser e s s4o paralelas ou coincidentes, @&utd(r, s) = d(P,r) = d(Q, s), ondeP e ) sao
pontos quaisquer dee s respectivamente.

Exemplo 1.4.8.Determine a disincia entre as retas e s dadas por:

r:3rxr—6y=2 e s:2x—4y+5=0.

Soluggo: Sabemos quel = (6,3) /r e ¥ = (4,2) /'s. Note quew’ = 27/, dai, as retas e s s80
coincidentes ou paralelas. Neste caso, como 0 an:to(g, 0) pertence a temos que

2x2—-4x045 19

d(r,s) =d(P,s) = NoEwE N

1.4.5 Exertcios
1. Verifique se € verdadeira ou falsa cada afirmacao digustisua resposta.
a) Sew = (z,1) eV = (x, —1) s&o ortogonais, entdao= 1 ouz = —1.

b) Existe uma reta que contém os pontbs: (1,3), B = (—1,2) eC = (5,4).

c) Toda areta da forma= az + 3 — 5a passa pelo pont@, 3).
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d) O pontoP = (1, 1) pertence a reta que passa pelo papte (1,2) na dire¢cao do vetor

v = (1,1).

2. Qual ponto do eix@® X & equidistante dos pontes= (1,—3) e B = (3,1)?

3. No triangulo a seguir, os ladosB, BC' e AC' medem respectivamente3 e 2. Os pontos

P e sao os pontos médios dos segmentos a que pertencem.eCabmada sombreada.
C

A B

4. Para cada reta e ponto dados abaixo encontre a equagéta garalela e da reta perpendi-
cular passando pelo ponto:

a)y=—2x+5P=(1,1);
b) 3z 4 2y = 10, P = (0,1);
c)y=3,P=(-1,2);

d y=mzr+m, P=(v23).

5. Encontre as coordenadas do pofRtintersecao do circulo de cent(0, 1) e raio 1 com a
reta que passa pelo por(to 2) e corta o eixa) X .

6. Ache os pontos da rete= 2z + 1 que estao situados a distancia 2 da origem.

7. Qual & o ponto de ordenada 3 na reta paraléla a 2y = 2 passando pelo pontd =
(5,—1)?

8. Quais sao as paralelas situadas a distancia 5 dauretal = 1?

9. Qual € a distancia entre as retas 3y =4 e2x — 6y = 1?
10. Qual & o ponto de interse¢ao da retat- by = c com aretad A, ondeA = (a,b)?
11. Em que pontos a reta: + by = ¢ corta oes eixo® X e OY?

12. Obtenha equagbes paramétricas para a reta que Edsgaopto(2, 3) e é perpendicular a
retabxr — 3y = 2.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Determine: e b de modo que as equagtes- at + 1, y = bt + 5 Sejam uma representacao
paramétrica da reta= 2x + 3.

A reta definida pelas equacgdes paramétrica2t + 1 ey = 3t + 8 forma um angulo agudo
a com aretédzr + 11y = 6. Determinen.

Que angulos faz areda + 4y = 7 com o0s eixo®) X e OY?

Escreva, sob a forma: + by = ¢, a equacgao da reta que passa pela origem e faz um angulo
de45° com a reta + # =1.

Determine a distancid do pontoP = (3,1) a retar + 2y = 3. Ache o ponta) = (z,y)
sobre esta reta, tal qugP, Q) = A

Em cada caso abaixo determine as retas que passam peld’p®formam o angulé com
aretar :

a) P=(1,1),0=30°er:z—3y =1,
b) P=(-5,3),0 =90°er:y=2x—1;

c) P=(-1,1),cos0 = s er:3z+2y = 1.

Marque no plan®@ XY o pontosO = (0,0), A =(0,3), B=(3,3),C =(3,1), D = (5,1)
e E' = (5,0). Considere uma chapa formada pelo interior do poligoABCDE. A reta
formada pelo segmentoC divide a chapa numa razado= %, encontre o valor
dek. Encontra a equacao de uma retpassando pela origem, que divide a chapa em duas

partes de mesma area. Essa reta € (Unica? E uma reta pagsbngontaoB?
Encontre os pontos @e = + y — 1 = 0 que equidistam dd = (3,2) e B = (2, —1).

Determine o ponto de: 2x — y — 2 = 0 tal que a soma de suas distanciaB & (2,1) e
a@ = (1,1) seja minima. E determine o ponto déal que o modulo da diferenca entre as
distancia seja maximo.

Dados os pontod = (2,4), B = (3,1) e C = (5,3), obtenha as equacgdes das retas
mediatrizes dos segmentds3 e BC e determine as coordenadas da intersecao dessas retas.
A partir dai, ache a equacao da circunferéncia que gassd B e C.

No exercicio anterior, mantenha os pontos B mas substitu&’ pelo pontoD = (1, 7).
Qual sera a resposta?
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24. Qual é a equacao da circunferéncia que passa petsspb= (1,2), B = (3,4) etem o
centro sobre o eix@QY?

25. Diz-se que duas circunferéncias se cortam ortogomaémggiando, em cada ponto da sua
intersecao, as tangentes respectivas sao perpenégulésto ocorre se, e somente se, 0
guadrado da distancia entre seus centros € igual a sosnguadolrados dos seus raios (por

gué?). A partir dai, mostre que as duas circunferéncias
Py —4dr+5y—2=0e
222 + 2% +4x — 6y — 19 =0

cortam-se ortogonal mente.
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1.5 @nicas

As cOnicas sao curvas obtidas pela intersecao de uno @am um cone circular reto, por
isso sao chamadas de sec¢des conicas ou apenas ctasasao classificadas como sendo elipse,
hipérbole ou parabola.

Nesta secao faremos um estudo introdutorio das curvatado conhecidas como conicas. A
partir da definicdo geométrica dessas curvas deduzgsmas equacoes e aprenderemos a esbocar
seus graficos.

Para um estudo mais aprofundado recomendamos as reéexEhc?].

1.5.1 Simetrias

Nesta secao introduziremos o conceito de simetrias eapdela uma reta e a um ponto. Estes
conceitos, fundamentais no estudo da geometria em gerakcéldao, serao importante para o
estudo das propriedades geométricas das conicas.

Definicao 1.29.Sejar uma reta no plano. @imétrico de um pontaP do plano em relagoa reta
r, € 0 pontol”’ sobre a perpendicular a que passa poP e cuja a dishncia ar &€ a mesma que a
distincia deP ar.

Exemplo 1.5.1.Determine o pontd) simétrico ao pontoP = (1,2) em rela@oa retar : 2z —
3y =1
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Solugdo: A reta perpendicular apassando paP tem equacao paramétrica dada por
' (zy) = (1+2t,2—3t), t € R.

Como P’ € r' temos queP’ = (1 + 2t,2 — 3t) para algunt € R. Sabemos que

d(P,r) = %

Dai,
2(1+2t) —3(2—-3t)—1] 5

d(P',r) = NiE NiE

Desenvolvendo a igualdade chegamos que
| — 5+ 13t| = 5.

Donde, temos que= 0 out = 10/13. Note que a solugab= 0 nos fornece o pont®, portanto
a descartamos e logo temos que
p— (34
13713 )

Definicao 1.30.SejaFP, um ponto fixado no plano e sefaum ponto do plano distinto dg,. O
simétrico do pontoP em rela@o ao pontol,, & o pontoP’ que pertenca retar que passa poF,
e P e tal qued(F,, P') = d(F,, P). Esta definigo equivale a”, ser o ponto radio do segmento

PQ.

Exemplo 1.5.2.SejamO = (0,0) e P = (1, 2), encontre o sirdtrico deP em relago aO.

Solugdo: Pela definicao queremos encontfdr= (z,y) tal queO seja o ponto médio entre e
P’, dai,

r+1 y+2
2 72

) =(0,0) = (z,y) = (—1,-2).
|

No cotidiano dizemos muitas vezes que um objeto & “sic@Bem nos preocuparmos com a
definicdo exata do que & ser simétrico, contando apemasiéntuicao geométrica e o contexto em
questao. Vimos nas duas definicdes as simetrias de uro,@gura precisaremos 0 que & um uma
figura plana ser simétrica, que chamaremos de invariamterpa simetria do plano. Entendemos
por figura plana qualquer conjunto de pontos do plano, neste caso temos mtgedefinicao.
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Definicao 1.31.Uma figura georétrica planaé chamadanvariante por uma simetria do plano
se o singtrico de qualquer ponto da figura tam@m pertenca figura.

Figura 1.11: Curva simétrica em relacao a reta

Na figura 1.1l vemos que a curge invariante por simetria em relacao a refaois qualquer
de seus pontos tem o simétrico em relacao aretenda contido na curva. Faga um exercicio,
tente desenhar em uma folha em branco varias figuras pleméiisas em relacao a um ponto ou
em relacao a uma reta. Vocé consegue imaginar uma figama pimétrica em relacao a uma reta
e um ponto simultaneamente? E em relagao a duas retas ®opatdps distintos? E uma figura
plana que é simétrica a infinitas retas?

Definicao 1.32.0 sinétrico de uma figura plan&’, em rela@o a uma reta ou a um ponté,a
figura planaX”’ formada por todos os sietricos dos pontos d&'.

Exemplo 1.5.3.Sejaaretar : =+ — 2y = 0. Determine o sirgtricodaretas : 2z +y—2=0em
relacio a retar.

Solugdo: Queremos determinar a figura plana formada por todos odr&gogedos pontos da reta
s em relacao a reta. Fazendar = a e isolandoy na equacao da retavemos que um ponto
genérico dessa reta & da forfia= (a, 2 — 2a), ondea € R. Assim, vamos determinar o simétrico
deste ponto em relacao a retaPara isso procederemos como no Exerhplof1.5.1.

Sabemos que areta: (z,y) = (a,2 — 2a) + (t, —2t), t € R & perpendicular a passando
por P. Assim, o ponta”’ simétrico deP em relacéo & & da formaP’ = (a +t,2 — 2a — 2t) para
algumt € R. Vamos determinar esseComo a distancia entr®’ e r deve ser a mesma entfee

r temos que
la+t—2(2—2a—2t)] |a—2(2—2a)|

V5 V5
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Dai,
| —4+5a+ 5t = | — 4+ bal.

Com isso temos que
8 — 10a
t= .
5)

Substituinda em P’ obtemos que

8 —6 8 —6
P=(2-a="12)=(2=2 ~1,2).
(5 a, : + a) <5, 5)+a( ,2)

Comoa esta variando em todos os reais, vemos Gue um ponto genérico da reta

S (2,y) = (g?) FH(-1,2), teR

Logo o simétrico da retaem relacao a retaé a retas’.
|

No caso geral, seguindo 0s mesmos passos deste exemplmgsod®strar que as simetrias
em relacdo a retas e pontos sempre levam retas em retase, Is¢ aplicarmos sobre todos os
pontos de uma reta uma dessas simetrias obtemos uma nav&setee o conteldo da seguinte
proposicao.

Proposicao 1.33.0 sinetrico de uma reta, em rela@o a uma reta- ou a um ponta?, & tamiem
uma reta.

Demonstrago: Vide Proposicoes 16 e 17 em [2].
0]

Exemplo 1.5.4.Determine o sirétrico daretas : 2o +y —2=0emrelagoaly = (—2,1).

Solucao: Pela Proposicdo 1.83 sabemos que o simétrico&lama reta. Portanto, para encontra-
la, precisamos apenas determinar dois de seus pontos. Mo ¢= (1,0) e P, = (0,2) sao
pontos da reta. SejamP| = (x1,y1) € Py = (z2,y2) 0S respectivos simétricos d§ e P, em
relacao aP,. Com isso, da definicao de simétrico, temos que

$1+1ﬂ
2 72
ﬂy1+2
27 2

<_2> 1) = (xlayl) = (_572)

(_27 1) = (x27y2) = (_470)
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Dai, temos que a retd simétrica des em relagao &, &

s (zyy) = (—4,0) + t(1,-2), t € R.

1.5.2 @nicas

Agora vamos introduzir a definicao geométrica de cacdécede obter suas equacoes.

Definicao 1.34.Dados dois pontos no plang e F, umaelipseé o lugar georatrico dos pontos do
plano cuja soma das d&ncias aos pontos) e I, & constante. Os pontd§ e F; sdo chamados
focosda elipse.

Geometricamente é facil visualizar e construir uma elipgejamos uma maneira caseira de
se construi-la. Coloque uma folha de papel sobre uma petaobscolha os pontds e F; que
serao os focos da elipse e fixe pinos (alfinetes, pregos\mgoce etc). Pegue um fio inextensivel
(barbante, linhas e etc) e amarre cada as pontas em cada ysmdss Se vocé nao tiver uma
prancheta e nem pinos vocé pode fazer um pequeno furo na fodtssar cada ponta por esses
furos e prender na parte de tras da folha com uma fita ade&yara pegue um lapis e faca-o
deslizar sobre a folha de modo a manter o fio sempre esticadfmrme ilustra a figura 1.12.

4

Figura 1.12: elipse

Como estamos trabalhando com geometria analitica, defuma novo objeto geométrico é
natural nos perguntarmos: Qual & a representacaoralgéateste objeto? Sendo a elipse uma
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curva esperamos que os pontos dela satisfacam uma egeagdo foi no caso da reta. Vejamos
como construir uma equacao para a elipse.

Para expressarmos algebricamente a elipse precisamos sistama de coordenadas. Esco-
Iheremos um sistema de coordenadas que deixe a equaciusdapanais simples possivel.

Dado uma elipse, considere um sistema de eixos cartesianpsigoO X determinado poF;
e F, com origem no ponto médio desses pontos.

Sejac > 0 a abscissa déy, isto &,F; = (—c¢,0) e F, = (¢,0). Neste caso, pela Definicao
[1.34, um pontd® = (z, y) da elipse satisfaz

d(P, Fy) + d(P, F») =k,

ondek > 0 & uma constante. Vamos desenvolver esta equacao de naich@da o mais simples
possivel. Podemos ver que
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d(P,F)) +d(P,F) =k
VE+e)+y+(x—c)?2+y2=k

Ve+e) 2+ y2=k—+/(r—0c)?+y?

(z+c)+y° = (k:— (x—c)2—|—y2>2

(x+c) +y =k —2k\/(z —c)2+ 12+ (x — c)* + ¢*
22+ 2z + =k = 2k\/(x — )2+ 42 + 2% — 2cx + ¢
dex = k* = 2k/(x — ¢)2 + 2

dex — k? = =2k\/(x — €)2 + 42

(er — 12 = (~2ky/ TP+ )

16¢°2” — 8k*ca + k' = 4k* ((x — ¢)* + v°)

16c%2% — 8k%ca + k* = 4k2x? — 8k ca + 4Kk*c® + 4k*y?
(4k* — 16¢%)2? + 4k*y* = k* — 4k*c?

4(k* — 4c®)x? + 4K%y? = K2 (K* — 4cP)

tre T T TOCTETT T T

A equacao neste ponto ja esta bem mais simples do quelguamecamos, entretanto va-
mos simplificar ainda mais definindo novos parametros. Batafaremos uso de um argumento
geomeétrico a partir da construgéo da elipse. 3gja= (0,b), comb > 0, o ponto da elipse
que intercepta a parte positiva do ei®d”, como na figuré_1.13. Com isso temos os triangulos
retangulosP,OF, e P,OF;, que sao semelhantes. Dai temos du@, P,) = b, d(O, F,) = ce
d(P,, Fy) = g Do Teorema de Pitagoras concluimos que

/{32
bz+czzzz>4b2:k2—4c2.

Substituindo na equacao da elipse que obtivemos e tomaad@ obtemos que
16b%2% + 164y = 166D

Dividindo ambos os membros pt6a?b* temos que

2 2
TV (1.5)

a2 b2
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Esta equacao é dieuag@o carbnica (ou reduzida) da elipse

P,

Figura 1.13:

Note que, a partir da equacao candnica da reta, fazerdod temos quer? = a? o que implica
quer = —a OUx = a, iSto &, 0s pontosl; = (—a,0) e A, = (a,0) s&o os pontos da elipse
que interceptam o eix®@X. Chamamos deixo maior da elipse o segmentd; A,, que tem

compriment®a. Chamamos deixo menoro segmento formado pelos pontos de intersecao da

elipse com o eix@Y’, que tem compriment2b.

Se considerassemos os focos sobre o €0 obteriamos a mesma equagao para a elipse

exceto qué seria maior que:, donde concluimos que os focos estao situados no eixar whaio
elipse.
Passemos a analisar as propriedades de simetria da elipse.

Proposicao 1.35.As elipses &o invariantes por simetria em relaQ ao seus eixos e em refag
ao seu centro.

Demonstrag@o: Dado um ponta® = (z,y) da elipse sabemos quesatisfaz:

2 2
T Y
S+l
Note queP, = (—x,—y), P, = (—z,y) e P; = (z, —y) SA0 0s simétricos d8 em relacao a
origem, ao eix@Y e em relacao ao eix0 X respectivamente. Para verificarmos dueP; e P;

pertencem a elipse basta vermos que eles satisfazem gaeqglamelipse. Com efeito,
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O

Definicao 1.36.Dados dois pontos no plan@ e F, umahipérboleé o lugar georatrico dos pon-
tos do plano cujo valor absoluto da diferenca das @istias aos pontos’ e F; € uma constante
positiva menor que a didhcia entre os pontog; e F,. Os pontod; e F;, sao chamadofocosda
hipérbole.

Podemos desenhar uma hipérbole da seguinte forma. Pegueégoma e faca um pequeno
orificio em uma de suas extremidades. Marque em uma follpaplel os pontos; e F, de modo
gue a distancia entre eles seja menor que a regua. Figeia aéravés do orificio, usando um pino,
em um dos focos de modo que ela possa girar livremente. Pegtie inextensivel e fixe uma de
suas extremidades na ponta da régua e a outra extremidamerodoco. Estique o fio com um
lapis de modo que ele fique encostado na régua, como na[figifa Girando-se a régua temos
um ramo da hipérbole. Repita o procedimento com o outro ffaca obter o outro ramo.

Como no caso da elipse, vamos determinar uma equacao pap&raole. Considere um
sistema de eixos cartesianos com &ix& determinado po¥; e > com origem no ponto médio
desses pontos. Neste caso, assim como no da elipse, 2eaddistancia entre os dois focos,
2a 0 valor absoluto da diferenca das distancias de um pordafgger da hipérbole aos focos e
c? = b + a?, entdo a equacao da hipérbole & dada por

1,2 y2
FER =
Esta equacao é dieuag@o carbnica (ou reduzida) da higerbole.

Da equacao canodnica da hipérbole podemos tirar sugsigdades de simetria.

Proposicao 1.37.As hiperboles &o invariantes por simetria em relag ao seus eixos e em refag
ao seu centro.
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Figura 1.14: hipérbole

Demonstrago: Analogo a Proposicdo 1.85.

0]

Vejamos como fazer um esboc¢o de uma hipérbole a partir@laguacao candnica. Ja conhe-
cemos, da Proposicéo 1137 as simetrias da hipérbolenBag = 0 obtemos que = +a, ou seja,
os pontosd; = (—a,0) e A, = (a,0), chamados deértices da hiperbole, sdo os pontos onde a
hipérbole intercepta o eix0.X. O segmentol; A, & ditoeixo real ou transversoda hipérbole.
Fazendar = 0 obtemosy? = —b?%, uma equagao que nao tem solugciao em niimeros reaig o qu
significa que hipérbole nao intercepta o eX®". Os pontosB; = (0, —b) e B, = (0,b) ndo estao
na hipérbole, mas desempenham um papel importante peaa $eu grafico. O segmenty B; €
dito eixo imaginario da hipérbole.

As retas verticais passando pbre A, e as retas horizontais passando poe B, determinam
um retangulo de vérticeS = (—a,b), D = (a,b), E = (a,—b) € F = (—a,—b) cujas retas
passando pelas diagonais tém equagées:tgx, chamadasasgntotas da hipérbole.

As assintotas da hipérbole tém a seguinte propriedadepanto da hipérbole muito afastado
da origemO esta a uma distancia muito pequena (proximo de zero) siatata. Na pratica,
isto significa que o desenho do grafico da hipérbole se apeoda assintota quando o ponto da
hipérbole se afasta do centro. Como resultado temos @gddi hipérbole na figuta 1J15.

Daremos a seguir uma ideia da validade da propriedade dasoaas. Observe que a equacao
da hipérbole pode ser escrita como

y2 b2 b2

22 a2 x?’
poisz # 0. Sabemos que quandle| € muito grandez? também & muito grande. Log@i— ~ 0.
Desta maneira, vemos q@f@ ~ 2. Concluimos entao que~ ig, quando(z, y) € um ponto da

a?”
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hipérbole comz| muito grande.

)4

S
&
S

Figura 1.15: hipérbole

Definicao 1.38.Dados uma retd e um pontal’ nao pertencente & no plano. Umgparabolaé

o lugar geonétrico dos pontos do plano equidistantes da retado pontoF’. A retal & chamada
diretriz, o pontoF’ é ditofoco e o pontoV de interse@o da reta porF’ perpendicular & com a
parabolaé ditovertice

Podemos desenhar uma parabola usando uma folha, um esquadfio inextensivel, uma
régua e um lapis da seguinte forma. Fixe a regua sobréa éokscolha um ponto acima da régua
para ser o foco. Coloque o esquadro com um dos catetos etcostaégua de modo que ele possa
deslizar sobre a régua. Tome um fio de comprimento igualdimda cateto do esquadro que nao
esta encostado na régua. Fixe uma das extremidades doffiome a outra extremidade na ponta
do esquadro oposta ao lado que esta encostado na régigacksfio com um lapis de forma que
ele fique encostado no lado do esquadro perpendiculaua.r&gslize o esquadro sobre a régua e
teremos um arco de parabola. Veja a figurall.16.

Como no caso da elipse e da hipérbole, escolhendo-se wemsisie coordenadas conveniente
podemos obter uma equacao simples para a parabola. Daalparabola, considere um sistema
de eixos cartesianos com eixdy” determinado pela reta perpendiculaf passando poF e a
origemO no vértice da parabola. Neste caso, se?ya distancia d&" a /, entao a equagao da
parabola é dada por
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Figura 1.16: parabola

2% = 4dpy

Esta equacao € ditquag@o carbnica (ou reduzida)da parabola.

0)%
F [ ] (07 p)
4 OX
¢

Figura 1.17: parabola

Proposi¢ao 1.39.Uma pa®@bola é invariante por simetria em rel@p a reta que corém o seu
vértice e seu foco.
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Demonstrago: Analogo a Proposicdo 1.85.

0]
Quando os eixos coordenados nao sao o0s eixos de simeti@mita sua equacao nao é apre-
sentada na forma candnica. Neste caso, a conica €& o tomjarsolu¢cdes de uma equacao do
segundo grau da forma:

Az*+ By*+ Caxy+Dx+Ey+F =0

onde A, B, C' ndo sao simultaneamente nulos. Entretanto nem toda &pguEcsegundo grau é
uma das conicas, como por exemplo a equacao

x2+y2:0

tem como solucao apenas o pofig0). Por isso faz-se necessario a seguinte definicao.

Definicao 1.40.Umacdnica degenerada& uma equa@o do segundo grau a duas vaveis em
que o conjunto de soldgs enmR? & vazio ou &o & uma elipse, nem uma Iéigbole e nem uma
parabola.

Exemplo 1.5.5.Verifigue que as seguintes eqbag €0 dnicas degeneradas
1 224+ = -1

o @=1? | =2 _

1 9
(@=3)* _ (y=1)* _
3. 25 yT =0
4. (y—2)2 =
Solugao:

1. Como a soma dos quadrados de dois nUmeros reais € sensfiréopou zero temos que a
esta equacao nao tem solucao, ou seja, 0 conjuntpodsplicazio.
2. A soma dos quadrados de dois nimero & zero somente qcadaom € zero, dai,
r—1

=0e——=0.
2 3

Assim,z = 1 ey = 2. Logo o conjunto solugao desta equacao & apenas o portp
3. Note que o lado direito desta equacao &€ um produtovebggportanto pode ser escrita da

seguinte forma
r—1 y—2 r—1 y—2
— = 0.
< ) 3 )( ) + 3 )
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Dai,

r—1 y—2 r—1 y— 2
= ou = — :
) 3 ) 3
Portanto o conjunto solucao da equacgao sao duas retas.

4. Neste caso,
(y—2?2=3=>y—2/=V3=y=2+V3ouy=2—-3.

Logo as solucdes desta equacao sdo as duas retasntaiszeassando pelos pont@s2 + v/3) e

(072_\/5) |

1.5.3 Translago do sistema de coordenadas

Quando uma conica tem equacgao na forma canodnica salibreose trata-se de uma elipse,
hipérbole ou parabola. Entretanto, como dissemos anteente, quando os eixos coordenados
NAo sao os eixos de simetria da conica sua equac¢ao @ssiarma

Az*+ By* +Caxy+Dx+ Ey+ F =0

ondeA, B, C nao sao simultaneamente nulos. Neste caso, como podetessichar que tipo de
conica é?

Uma dessas situacdes ocorre quando o sistema de eixoorgge@ em posicao diferente do
centro da cdnica mas 0s eixos sao paralelos aos eixos @&isinlNeste caso dizemos que a foi
conica transladada da origem do sistema. Vejamos na seg@lgfinicao

Definicdo 1.41.Dados um sistema ortogon& XY e um ponta)’, a translagdo deO XY para

O’ & a construgo de um novo sistem ortogonal XY’ tragando paralelas aos eixos do sistema
OXY passando pot)’, preservando a orient&p e a unidade de medida. O pori@é a origem
do novo sistema de coordenadas.

Dados um sistema de coordenada¥Y e a sua translaga0’X'Y”’, sabemos que dado um
ponto P podemos determinar suas coordenadas nos dois sistemés chiss, € natural a seguinte
pergunta:Existe alguma relacao entre essas coordéhadas

Dado um pontad® no plano. Sejaniz, y) suas coordenadas no siste& Y. Denotemos por
(', y')" as coordenadas deno sistema)’ X'Y". Se(x, y0) S@o as coordenadas @¢no sistema
OXY, entao podemos ver que

Lo (1.6)
Yy =Y — Yo
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Figura 1.18: Sistema de eixos transladado

Exemplo 1.5.6.Dado um sistema de coordenadas fix&@d& Y, sejaO’ = (-2, 3) a origem de
um novo sistem@’ X'Y” transladado. S& = (5, —1)" er € umaretade equa@p2s’' —y' +1 =0
com respeito ao sisten@ X'Y’, encontre as coordenadas dfee a equago da retar no sistema
OXY.

Solucao: Temos a seguinte mudanca de coordenadas.
¥=x+2
y=y-3.

Dai, substituindo as coordandasdéemos que

S=x+2 e—-1=y—-3=2=3 ey=2

Assim, P = (3,2) no sistema) XY. Para encontrarmos a equacgao da ret® sistemaD XY
basta substituir a mudancga de coordenadas na eqRacaq) + 1 = 0. Com isso temos que

20+2)—(y—3)+1=0=2x—y+8=0.
Logo a retar tem a seguinte equacgao no sistathdY

20 —y+8=0.
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SeO’ = (9, yo) € um ponto no plano, entdo as equacdes abaixo sacasdnic

(r —w0)*  (y—1w)? (r —m)*  (y—w)
azo + b20 =1 a20 — 620 =1 y—yo=K(xr— 2%

Verifiguemos esta afirmacao para a primeira equacaogermid sao analogas. Substituindo a
mudanca de coordenadas (1.6) obtemos

Assim podemos dizer que um porffo= (x, y) no sistema) XY que satisfaz a equagé%jﬁﬁ +
Lw)? _ 1, também satisfaz a equagg- + ¥  — 1 no sistema)’ X'Y”, ondeP = (', /).
Esta Gltima equacgao representa uma elipse no sist&ikiay’”’. Como uma translagao da elipse
nao altera sua forma temos que a equacao anterior taf@l@na equacao de elipse.

Vejamos agora, através de um exemplo, como identificar Wn&a& que nao esta na forma
candnica e como esboca-la.

Exemplo 1.5.7.ldentifique a 6nica4z? — 16y? — 24x — 24y + 23 = 0 e faca um esboco.

Solugao: Vamos completar quadrados dos termoswegremy a fim de colocar a equacgao na forma
canonica transladada. Note que

4o — 16y* — 242 — 24y + 23 =0
= 42® — 242 — 16y% — 24y + 23 =0

3
= 4(z* — 6z) — 16 <y2+§y>+23:0

3 9 9
4(x? — —9)— 16y +y+— — —
= 4(x*—62+9-9) 6(y +2y+16 16

)+23:0

2
= 4(x—3)2—16<y+§) —4=0

= (x—3)2—4(y+2)2:1

(v+3)°
1

4

= (z—3)* - =1

Logo a equagao representa uma hipérbole transladada @ogem em(3, 2).
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Nomenclature

AB  segmento de reta

W - U produto interno

AB  segmento orientado

AB = CD segmentos equipolentes
d(A, B) distancia entre dois pontos

d(P,r) distancia de ponto a reta
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