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POLO UNIVERSITÁRIO DE RIO DAS OSTRAS
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4 Capı́tulo 1. Geometria Analı́tica Plana

1.1 Coordenadas no Plano

Em um plano, fixado uma unidade de medida, sempre podemos medir a distância entre dois

pontos. Assim, dados dois pontosA e B quaisquer denotaremos porAB o segmento de reta

determinado por eles e pord(A,B) a distância entre estes pontos. Sabemos que a distância satisfaz

as seguintes propriedades:

1. d(A,B) ≥ 0;

2. d(A,B) = 0 ⇔ A = B;

3. d(A,B) = d(B,A);

4. d(A,B) ≤ d(A,C) + d(C,B), ∀A,B,C.

A última propriedade é conhecida comodesigualdade triangulare a igualdade ocorre se, e

somente se,C é um ponto do segmento determinado porA eB.

Em um plano, dizemos que uma retar é orientada quando escolhemos sobre ela um sentido

de percurso, chamadopositivo . O sentido oposto sobre a retar é ditonegativo. Numa reta, diz-se

que um pontoB está à direita do pontoA quando o sentido de percurso deA paraB é positivo.

r
b b

A B

Figura 1.1: Escolha de um sentido de percurso na retar

Um eixoE é uma reta orientada na qual é escolhido um pontoO, chamadoorigem.

b

EO

Figura 1.2: EixoE com origemO.

A noção de distância permite introduzir coordenadas sobre um eixo, ou seja, representar os

pontos da reta por meio de números reais de uma forma parecida com o que fazemos com uma

régua.

À origemO do eixo faz-se corresponder o número zero. A Cada pontoX deE situado à direita

deO faz-se corresponder o número real positivox = d(O,X). A cada pontoX ′ situado à esquerda

da origem faz-se corresponder o número real negativox′ = −d(O,X ′).

O número reala, que corresponde a um pontoA do eixoE da maneira acima indicada, chama-

secoordenadadesse ponto.

Com estes simples conceitos apresentados até agora é possı́vel descrever um plano, um objeto

puramente geométrico, de forma algébrica e, a partir daı́, usar a álgebra como uma ferramenta

poderosa na resolução de problemas geométricos. Passemos à essa descrição.
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b

EO

0
b

X

x

Figura 1.3: EixoE com origemO.

Imaginemos sob nossos pés uma superfı́cie perfeitamente plana que se estende em todas as

direções sem limites. Isto é a noção primitiva de plano. Um sistema de coordenadas ortogonais

(ou cartesianas)OXY em um planoπ consiste num par de eixos perpendiculares contidos nesse

plano, com a mesma origemO. Denotamos um dos eixos porOX e o chamamos de eixo das

abcissas, e denotamos o outro eixo porOY e o chamamos de eixo dasordenadas.

Em um planoπ, escolhido um sistema de coordenadas ortogonais como acima, podemos asso-

ciar de forma única a cada ponto um par de números reais, da seguinte forma:

• Para um pontoA sobre o eixoOX, o par de números que lhe corresponde é(a, 0), ondea é

a coordenada deA no eixoOX, conforme definido anteriormente.

• Para um pontoB sobre o eixoOY , o par de números que lhe corresponde é(0, b), ondeb é

a coordenada deB no eixoOY , conforme definido anteriormente.

• Para um pontoP , que não está em qualquer dos eixos, traçamos por ele uma paralela ao

eixoOY , a qual cortaOX no ponto de coordenadax e, em seguida, traçamos uma paralela

ao eixoOX, a qual corta o eixoOY no ponto de coordenaday, então o par de número que

corresponde aP é (x, y).

b

b

b

b

A

B

P

(a, 0)

(0, b)

x

y

(x, y)

OX

OY

O

Figura 1.4: Sistema de eixos ortogonais.

Reciprocamente, a cada par de números podemos associar um ´unico ponto do plano. Além

disso, podemos notar que ao par(x, y) está associado um ponto diferente do par(y, x). Com isso
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dizemos que o conjunto dos pares ordenados

R
2 = {(x, y); x, y ∈ R}

está em correspondência biunı́voca com o planoπ.

O conjuntoR2, cujos elementos são pares ordenados de números reais, n˜ao é a mesma coisa

que o planoπ, cujos elementos são pontos. Entretanto vimos que quando fixamos um sistema

de coordenadas ortogonais podemos colocá-los em correspondência biunı́voca. Neste caso, usa-

remos essa correspondência para identificar cada pontoP do plano com o par ordenado que lhe

corresponde escrevendoP = (x, y) para simbolizar essa identificação.

Os eixos ortogonais decompõem o planoπ em quatro regiões, cada uma das quais chamada de

quadrante , da seguinte forma:

1o Quadrante:{(x, y) ∈ R2; x ≥ 0 ey ≥ 0}

2o Quadrante:{(x, y) ∈ R2; x ≤ 0 ey ≥ 0}

3o Quadrante:{(x, y) ∈ R2; x ≤ 0 ey ≤ 0}

4o Quadrante:{(x, y) ∈ R2; x ≥ 0 ey ≤ 0}

b

OX

OY

O

1o2o

3o 4o

Figura 1.5: Quadrantes do plano.

Exemplo 1.1.1.Em um plano, fixado um sistema de coordenadas cartesianasOXY , represente:

a) Os pontosP = (1, 0), Q = (2, 1) eR = (−3,−2).

b) Os conjuntosA = {(x, y) ∈ R2; x = 1} eB = {(x, y) ∈ R2; x = y}.

Soluç̃ao:
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a) Os pontosP , Q eR estão representados abaixo.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

0

1

2

3

b

b

b

P

Q

R

b) Note que o conjuntoA são todos os pontos do plano que tem coordenadasx = 1, portanto uma

reta vertical passando pelo ponto(1, 0). Já o conjuntoB é formado por todos os pontos que tem

a primeira coordenada igual à segunda, portanto é uma retaque divide o 1oe o 3oquadrantes ao

meio.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

0

1

2

3

b

A

B

�

Vejamos agora um exemplo de como exprimir um fato geométrico de forma analı́tica.

Exemplo 1.1.2.Determine as coordenadas do ponto médio do segmento determinado pelos pontos

A = (1, 1) eB = (7, 3).

Soluç̃ao: Para resolver esse problema usaremos de alguns fatos da Geometria Plana. Denotemos

por M = (x, y) o ponto médio do segmento determinado pelos pontosA e B. Considere os
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pontosP eQ como na figura abaixo. Da construção vemos que os triângulosMAP eBMQ são

retângulos cujas hipotenusasAM eMB têm o mesmo comprimento, já queM é o ponto médio

do segmentoAB. Além disso, como os segmentosAP eMQ são paralelos, temos que os ângulos

M̂AP e B̂MQ são congruentes. Portanto os triângulosMAP e BMQ são congruentes. Com

isso, os ladosAP e MQ têm mesmo comprimento. Daı́, a coordenadax é o ponto médio entre

1 e 7, ou seja,x = 4. Da mesma forma vemos que a coordenaday = 2. Logo o ponto médio é

M = (4, 2).

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

1 7

1

3

A

B

M

P

Q

x

y

Com o mesmo argumento deste último exemplo podemos mostrarque dados pontosA =

(a1, a2) eB = (b1, b2) o ponto médio do segmentoAB é o pontoM =
(

a1+b1
2

, a2+b2
2

)

.

�

1.1.1 A dist̂ancia entre dois pontos

Sejaπ um plano munido de um sistema de coordenadas cartesianasOXY . Se conhecermos as

coordenadas dos pontosA = (a1, a2) eB = (b1, b2) como podemos determinar a distância entre

estes pontos ?

SeA e B têm a mesma ordenada, ou seja,a2 = b2, então o segmentoAB é paralelo ao

eixo OX e portantod(A,B) = |b1 − a1|. Analogamente, seA e B têm mesma abcissa, então

d(A,B) = |b1 − a2|.
Se, entretanto,A e B têm abcissas e ordenadas distintas então, considerando opontoP =

(b1, a2), vemos queAPB é um triângulo retângulo cuja hipotenusa é o segmentoAB. Neste caso

sabemos que

d(A, P ) = |b1 − a1| e d(P,B) = |b2 − a2|.

Pelo Teorema de Pitágoras vemos que

d(A,B)2 = d(A, P )2 + d(P,B)2 = (b1 − a1)
2 + (b2 − a2)

2.

Logo

d(A,B) =
√

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2.
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Figura 1.6: Distância entre os pontosA eB.

Um caso particular interessante da fórmula de distância entre dois pontos obtida é a distância

entre um ponto qualquerP = (x, y) e a origemO = (0, 0) que é dada por

d(O,P ) =
√

x2 + y2.

Note que a fórmula de distância entre dois pontos coincidecom os casos em que os pontos têm

mesma abcissas ou ordenadas. De fato, sea1 = b1 então

d(A,B) =
√

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 =
√

(b2 − a2)2 = |b2 − a2|.

O mesmo ocorre quandoa2 = b2.

A fórmula de distância entre dois pontos é a primeira ferramenta algébrica que nos permitirá

resolver uma grande quantidade de problemas da geometria. Vejamos alguns exemplos a fim de

mostrar o poder dessa nova ferramenta.

Exemplo 1.1.3.Represente o seguinte conjunto no plano cartesiano

A = {(x, y) ∈ R
2; x2 + y2 = 1}.

Soluç̃ao: Um pontoP = (x, y) pertence ao conjuntoA se, e somente se,x2 + y2 = 1. Com

isso, note qued(O,P ) =
√

x2 + y2 = 1, daı́, concluı́mos que os pontos do conjuntoA são todos

os pontos do plano cuja distância até a origem do sistema decoordenadas é sempre1, ou seja, o

conjuntoA é formado pelos pontos do cı́rculo de centro na origem e raio1.
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1−1−2

1

−1

−2

OX

OY

�

Raciocinando da mesma forma vemos que o cı́rculo de centro emum pontoA = (a, b) e raior

é o conjunto dos pontosP = (x, y) que satisfazem a equação

(x− a)2 + (y − b)2 = r2.

Exemplo 1.1.4.Fixado um pontoP = (x0, y0) determinar a reta que passa pela origem eé

perpendicular ao segmentoOP .

Soluç̃ao: Sejar a reta que passa pela origem e é perpendicular ao segmentoOP . Um ponto

Q = (x, y) pertence à retar se, e somente se, o triânguloPOQ é retângulo. Com isso, do Teorema

de Pitágora, o pontoQ = (x, y) pertence à retar se, e somente se,

d(O,P )2 + d(O,Q)2 = d(P,Q)2.

Aplicando a fórmula de distância, temos que

x2 + y2 + x2
0 + y20 = (x− x0)

2 + (y − y0)
2 = x2 − 2xx0 + x2

0 + y2 − 2yy0 + y20

Simplificando obtemos que

xx0 + yy0 = 0

Logo, a retar é o seguinte conjunto

r = {(x, y) ∈ R
2; xx0 + yy0 = 0}.

Um ponto que está na retar é o pontoP ′ = (−y0, x0), pois−y0x0 + x0y0 = 0. Podemos ver

que o segmentoOP ′ é a rotação do segmentoOP de um ângulo de90ono sentido anti-horário. Da

mesma forma vemos que o pontoP ′′ = (y0,−x0) está na retar e o segmentoOP ′′ é a rotação do

segmentoOP de um ângulo de90ono sentido horário.
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b

b

OX

OY

P

r

P ′

x0

y0

x0

−y0

�

1.1.2 Exerćıcios

1. Determine a distância entre os pontosP eQ:

a) P = (1, 3) eQ = (2, 4).

b) P = (1, 3) eQ = (−1, 2).

c) P = (2,−4) eQ = (−2, 3).

d) P = (1/2,−2/3) eQ = (−5/2, 4/3).

e) P = (
√
3, 1) eQ = (

√
6, 2).

f) P = (π, 1) eQ = (2, 3).

2. Calcule a área e o perı́metro do triângulo cujos vértices sãoA = (−1, 3), B = (1, 0) e

C = (5, 0).

3. Determine a equação para os pontos do plano equidistantes deP = (1,−2) eQ = (3, 4).

4. Um pontoP = (x, y) do plano se move de maneira que a soma dos quadrados das suas

distâncias aos pontos(2, 0) e (−1, 0) é sempre igual a5. Encontre uma equação que relaci-

ona as coordenadasx ey do pontoP , determinando olugar geométrico descrito pelo ponto

P . Você consegue representar este conjunto no plano?

5. Para cada uma das equações abaixo esboce no planoOXY o conjunto dos pontos(x, y)

cujas coordenadas satisfazem essa equação:

a) x2 − 5x+ 6 = 0;

b) y2 − 6y + 9 = 0;

c) x2 + y2 + 1 = 0;

d) |x|+ y = 0;

e) (x2 − 7x+ 10)(x2 − 7y + 6) = 0;

f) (x2 + 1)(x− y) = 0;

g) x3 + x− x2y − y = 0;

h) x2 + y2 = x;

i) x2 + y2 + y = 0;

j) x2 + y2 + x+ y = 1

k) x3 + xy2 − x2y − x+ y − y3 = 0;
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6. Esboce o conjuntoX = {(x, y); |y| ≤ x ≤ 3}.

7. Em cada um dos casos abaixo, esboce o conjunto dos pontos cujas coordenadas(x, y) cum-

prem as condições especificadas:

a) |x− 3| < 1;

b) |x− 3| = 1;

c) |x− 3| ≤ 1 e |y − 2| ≤ 5;

d) |x− 3| ≤ 1 e |y − 2| ≤ 5;

e) |x| ≥ 2 e |y| ≥ 3;

f) xy = 0;

g) x > y;

h) x ≥ y;

i) 0 ≤ x ≤ y ≤ 1;

j) x2 < y2;

k) x2 ≤ y2;

8. Determine a equação do lugar geométrico dos pontos queequidistam dos pontos(1, 3) e

(5, 1).

9. Determine a equação do lugar geométrico dos pontos queequidistam do eixoOX e do ponto

(0, 2).

10. São dados dois pontosA = (1, 3) eB = (5, 1). Determine o lugar geométrico dos pontos

P tais qued(A, P )2 + d(B,P )2 = k2 ondeK é uma constante dada. Determine para que

valores dek o problema tem solução.
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1.2 Vetores no Plano

A fim de motivar o estudo de vetores vamos enunciar um problemarecreativo, retirado de [3], e

que mais a frente veremos como o conceito de vetor nos permitirá resolver facilmente tal problema.

O Problema do Tesouro

Recentemente foi descoberto um manuscrito do pirata Barba Negra descrevendo a localização de

um rico tesouro enterrado por ele em certa ilha do Caribe. O manuscrito identifica perfeitamente a

ilha e dá as seguintes instruções.

“. . . qualquer um que desembarque nesta ilha verá imediatamente dois grandes car-

valhos, que chamarei deA e B e também uma palmeira, que chamarei deC. Eu

enterrei o tesouro em um pontoX que pode ser encontrado da seguinte forma.

Caminhe deC paraA contando seus passos. Chegando emA, vire para a esquerda

e dê exatamente o mesmo número de passos para chegar ao pontoM .

Volte ao pontoC.

Caminhe deC paraB contando seus passos. Chegando emB, vire para a direita e

dê exatamente o mesmo número de passos para chegar ao pontoN .

O pontoX está na reta que ligaM aN , e a mesma distância desses dois ponto.”

b

b

b

b

b

b

A

C

B

N
X

M

Figura 1.7: Mapa do Tesouro.

Com essas precisas informações, os exploradores chegaram à referida ilha mas tiveram uma

desagradável surpresa. Os carvalhos (A eB) lá estavam, mas a palmeira (C) tinha desaparecido

completamente.

O tesouro estava perdido.
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Entretanto, fazia parte da comitiva, o matemático AugustoWagner Carvalho que, após breves

cálculos, conseguiu descobrir o tesouro e, naturalmente,reivindicou para si sua posse.

Como ele fez isso?

Para resolver este problema e muitos outros precisamos do conceito de vetores. Passemos

agora à formalização deste conceito.

Definição 1.1. Um segmento de reta orientadóe um segmento no qual se escolheu um dos seus

pontos extremos para ser o ponto inicial. Dados dois pontosA eB denotamos porAB, o segmento

orientado cujo ponto iniciaĺe o pontoA. O pontoA é ditoorigeme o pontoB é ditoextremidade.

Representaremos um segmento de reta orientado no plano por uma seta com a ponta da seta na

extremidade do segmento orientado.

A

B

Figura 1.8: Segmento de reta orientadoAB

Observe que um segmento de retaAB define dois segmentos de reta orientados diferentes,AB

eBA.

Definição 1.2.O comprimentode um segmento orientadoAB é a dist̂ancia do pontoA ao ponto

B. Esta medida será denotada por|AB| ou pord(A,B).

Definição 1.3.Dizemos que dois segmentos de reta orientados têm mesmadireçãoquando as retas

que os cont́em s̃ao paralelas.

Definição 1.4.Dados dois segmentos orientadosAB eCD com mesma direção.

i) SeAB eCD est̃ao sobre retas distintas, dizemos que têmmesmo sentidose os segmentosAC

eBD não se intersectam. Caso contrário dizemos que têmsentidos opostos.

ii) SeAB eCD est̃ao sobre a mesma retar, ent̃ao tomemos um segmento orientadoEF fora da

retar e de mesmo sentido deAB, de acordo com o item anterior. Neste caso dizemos queAB

eCD têmmesmo sentidoseCD eEF têm mesmo sentido. Caso contrário dizemos que têm

sentidos opostos.
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A

B

C

D

mesmo sentido

A

B

C

D

sentidos opostos

A

B

E

FC

D

mesmo sentido

A

B

D

C

E

F

sentidos opostos

Definição 1.5. Dois segmentos orientados são ditosequipolentesquando t̂em o mesmo compri-

mento, a mesma direção e o mesmo sentido.

Se os segmentos orientadosAB e CD são equipolentes, escrevemosAB ≡ CD. Caso

contrário, escrevemosAB 6≡ CD.

Um segmentoAB ondeA = B é chamado umsegmento nulo. Os segmentos nulos têm

comprimento zero e não t̂em direç̃ao nem sentido. Todos os segmentos nulos são considerados

equipolentes.

Exemplo 1.2.1.Considere os pontosO = (0, 0), A = (1, 2), B = (2, 1), C = (3, 3), D = (3, 0),

E = (5, 4), F = (7, 0) eG = (4, 0).

a) Desenhe no plano os segmentos orientadosOA, BC, DE eFG.

b) Quais desses segmentos são equipolentes?

Soluç̃ao:
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-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

-1

0

1

2

3

4

5

O

A

B

C

D

E

FG

Devemos verificar quais pares de segmentos têm mesmo comprimento, mesma direção e mesmo

sentido. Pela figura podemos notar que o segmentoFG não pode ser equipolente a nenhum dos

outros, visto que não é paralelo a nenhum deles, portanto não tem a mesma direção.

Podemos ver qued(O,A) = (
√
5), d(B,C) =

√
5 e d(D,E) = 2

√
5. Com isso, o segmento

DE não pode ser equipolente aOA e nem aBC pois não tem o mesmo comprimento que os

demais.

Resta verificar seOA e BC são equipolentes. Para isso considere o quadriláteroOACB.

Sabemos, da Geometria Plana, que um quadrilátero é um paralelogramo se, e somente se, as suas

diagonais cortam-se mutuamente ao meio, ou seja, se suas diagonais têm o mesmo ponto médio.

Como no exercı́cio 1.1.2 podemos ver que as diagonaisOC e AB têm o mesmo ponto médio

M =
(

3
2
, 3
2.

)

, logoOACD é um paralelogramo e portantoOA eBC têm o mesmo comprimento,

a mesma direção e o mesmo sentido, ou seja, são equipolentes.

�

O mesmo argumento usado para mostrar que os segmentosOA e BC são equipolentes pode

ser aplicado para um par de segmentos orientados quaisquer que estão sobre retas distintas. No

caso em que os segmentos estão sobre a mesma reta o argumentoé um pouco diferente, mas ainda

vale o mesmo resultado, ou seja, basta olhar para o ponto médio dos segmentos determinados pelas

extremidades. Em resumo temos o seguinte resultado cuja demonstração pode ser vista em [2].

Proposiç̃ao 1.6.SejamA, B, C eD pontos do plano (colineares ou não). Ent̃ao,

AB ≡ CD se, e somente se,AD eBC possuem o mesmo ponto médio.

Desta proposição podemos obter uma caracterização algébrica que nos permite determinar fa-

cilmente quando dois segmentos orientados são equipolentes.

Proposiç̃ao 1.7. SejamA = (a1, a2), B = (b1, b2), C = (c1, c2) eD = (d1, d2) pontos no plano

cartesiano, ent̃ao:

AB ≡ CD ⇔ (b1 − a1, b2 − a2) = (d1 − c1, d2 − c2).
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Demonstraç̃ao: De fato, sejamMAD eMBC os pontos médios deAD eBC respectivamente. Da

Proposição 1.6 temos queAB ≡ CD se, e somente se,MAD = MBC , ou seja,

(

a1 + d1
2

,
a2 + d2

2

)

=

(

b1 + c1
2

,
b2 + c2

2

)

.

Daı́,

a1 + d1 = b1 + c1 e a2 + d2 = b2 + c2.

Portanto,

b1 − a1 = d1 − c1 e b2 − a2 = d2 − c2.

Exemplo 1.2.2.SejamA = (1, 0), B = (−1, 1) eP = (2, 1) pontos do plano. Determine o ponto

Q = (x, y), tal quePQ ≡ AB.

Soluç̃ao: Da Proposição 1.7PQ ≡ AB se, e somente se,

(x− 2, y − 1) = (−1− 1, 1− 0) = (−2, 1).

Daı́,x = 0 ey = 2. LogoQ = (0, 2).

-1 0 1 2 3 4
0

1

2

3

A

B P

Q

�

Agora estamos preparados para definir o conceito de vetor.

Definição 1.8. Um vetor no planoé a coleç̃ao de todos os segmentos orientados equipolentes a

um segmento orientado dado. SeAB é um segmento orientado, o vetor que consiste de todos

os segmentos orientados equipolentes aAB é designado por
−→
AB. Qualquer segmento orientado

equipolente aAB é chamado umrepresentantedo vetor
−→
AB. Os vetores s̃ao tamb́em escritos

usando letras mińusculas com uma flecha, como−→a ,
−→
b , −→c e etc.

Observe que um vetor e segmento orientado não são a mesma coisa. Um segmento orientado

podemos desenhar no plano através de uma flecha, já o vetor não pode ser representado pois ele é
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a coleção de todos os segmentos orientados equipolentes entre si. O que deve ficar claro é que se

AB eCD são equipolentes então os vetores
−→
AB e

−−→
CD são iguais.

O conceito de vetor, devido a sua formalização abstrata, pode parecer confuso no inı́cio, mas

com a prática vai se tornando natural. Um outro conceito matemático que estamos familiari-

zados e que tem o mesmo tipo de construção é o conceito de fração. Sabemos que as frações

1/2, 2/4, 3/6, 4/8, . . . são equivalentes e usamos a primeira para representar todas as outras. O

conceito de equivalência de frações é análogo ao de segmentos equipolentes. As frações1/2 e2/4

são equivalentes, mas usamos aquela que for mais conveniente ao nosso problema. Por exemplo, se

em uma receita preciso usar 1/2 xı́cara de leite e em minha casa disponho apenas de um copo que

corresponde à 1/4 de xı́cara então uso dois copos destes, pois sei que 2/4 é equivalente a 1/2. Do

mesmo modo, o conceito de vetor é trabalhado. Se conheço umsegmento orientado, então o vetor

representado por este segmento contém todos os segmentos equipolentes a ele, daı́, dependendo do

problema uso o que for mais apropriado, ou seja, posso usar qualquer outro segmento que tenha

o mesmo comprimento, a mesma direção e o mesmo sentido, não importando em que posição ele

esteja.

Vimos na Proposição 1.7 que seAB eCD são equipolentes então a difença entre as coorde-

nadas do extremo e da origem de cada segmento é a mesma para ambos os segmentos. Assim,

dado um vetor−→v , qualquer dos seus representantes que tomarmos e fizermos a diferença entre as

coordenadas como na Proposição 1.7 sempre obteremos o mesmo resultado. Isso motiva a seguinte

definição.

Definição 1.9. Sejam A = (a1, a2) e B = (b1, b2) pontos do plano. Dizemos que

(b1 − a1, b2 − a2) são ascoordenadas do vetor
−→
AB , e escrevemos:

−→
AB = (b1 − a1, b2 − a2).

Assim como no caso dos pontos de um plano estamos fazendo uma correspondência biunı́voca

entre vetores e pares ordenados. Com isso, a partir de agora,um par ordenado por estar represen-

tando um vetor ou um ponto, dependendo do contexto.

Exemplo 1.2.3.Sejam os pontosA = (0, 1), B =
(

1,−1
2

)

eC = (−1, 1). Determine as coorde-

nadas do vetor
−→
AB, o (único) pontoD, tal que

−→
AB =

−−→
CD e o pontoP , tal que

−→
AB =

−→
OP .

Soluç̃ao: Pela Definição 1.9 temos que

−→
AB =

(

1− 0,−1

2
− 1

)

=

(

1,
−3

2

)

.
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Se
−→
AB =

−−→
CD, então têm as mesma coordenadas. SendoD = (x, y) temos que

−−→
CD = (x+ 1, y − 1) =

(

1,
−3

2

)

⇒ (x, y) =

(

0,
−5

2

)

.

Do mesmo modo, seP = (x, y), então

−→
OP = (x− 0, y − 0) =

(

1− 0,−1

2
− 1

)

⇒ (x, y) =

(

1− 0,−1

2
− 1

)

.

Logo temos queP =
(

1− 0,−1
2
− 1

)

eD =
(

0, −5
2

)

.

�

Observaç̃ao: Note que neste exemplo os segmento orientadosAB, CD e OP apesar de serem

diferentes representam o mesmo vetor, ou seja,
−→
AB =

−−→
CD =

−→
OP . Além disso as coordenadas

do vetor
−→
OP são as mesma do pontoP . Essaé uma caracteŕıstica geral, as coordenadas de um

vetor−→v são as coordenadas do ponto queé a extremidade do segmento orientado com a origem

na origem do sistema cartesiano que o representa.

1.2.1 Operaç̃oes com vetores

A palavra vetor provém do latimvehere, que significa transportar. Podemos imaginar que um

vetor translada os pontos do plano em uma direção e sentidoe com uma certa intensidade, dada

pelo comprimento do vetor. Neste caso, se o vetor
−→
AB leva o pontoA atéB e o vetor

−−→
BC leva o

pontoB até o pontoC o resultado final seria o mesmo que levar diretamente o pontoA até o ponto

C pelo vetor
−→
AC. Motivados por essa ideia é que definimos a soma entre vetores.

Definição 1.10.Sejam−→u e−→v vetores no plano. Asomados vetores−→u e−→v é o vetor−→w obtido

da seguinte forma. TomeA um ponto qualquer do plano,AB o representante de−→u e BC o

representante do vetorv, o vetor−→w é o vetor representado pelo segmento orientadoAC. Neste

caso, denotamos
−→w = −→u +−→v =

−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC.

Observaç̃ao: Esta definiç̃ao independe do pontoA tomado, ou seja, qualquer ponto que se tome

no plano sempre obteremos o mesmo vetor, veja [2].

Baseados em uma propriedade geométrica que querı́amos queos vetores tivessem, transportar

pontos, definimos o que é a soma de dois vetores. Com isso surge uma pergunta natural, se conhe-

cermos as coordenadas dos vetores−→u e−→v quais são as coordenadas do vetor soma destes vetores?

A próxima proposição responde a essa pergunta.



20 Capı́tulo 1. Geometria Analı́tica Plana

A

B

C

−→u −→v

−→w = −→u +−→v

Figura 1.9: Soma de dois vetores

Proposiç̃ao 1.11.se−→u = (u1, u2) e−→v = (v1, v2), ent̃ao

−→u +−→v = (u1 + v1, u2 + v2).

Demonstraç̃ao: TomeA = (a1, a2) um ponto qualquer do plano. SejaB = (b1, b2) tal que o

segmentoAB represente−→u , ou seja,−→u =
−→
AB. Do mesmo modo tomeC = (c1, c2) tal que

−→v =
−−→
BC. Neste caso, pela definição de soma de vetores temos que

−→w = −→u +−→v =
−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC = (c1 − a1, c2 − a2). (1.1)

Queremos escrever as coordenadas do vetor−→w em função deu1, u2, v1 e v2.

Sabemos que(b1 − a1, b2 − a2) =
−→
AB = −→u = (u1, u2) e (c1 − b1, c2 − b2) = (v1, v2), daı́,

a1 = b1 − u1, a2 = b2 − u2

c1 = v1 + b1, c2 = v2 + b2

Substituindoa1, a2, c1, c2 em (1.1) obtemos que

−→w = ((v1 + b1)− (b1 − u1), (v2 + b2)− (b2 − u2)) = (u1 + v1, u2 + v2).

Com isso vimos que se conhecermos as coordenadas dos vetores, então as coordenadas do

vetor soma são simplesmente as somas das coordenadas! Nãoé surpreendente como uma definição

geométrica de soma de vetores resulte em uma expressão algébrica tão simples?

Exemplo 1.2.4.SejamA = (−1, 0), B = (2,−1) eC = (1, 2). Determine
−→
AB +

−→
AC.

Soluç̃ao: Sabemos que
−→
AB = (3,−1) e

−→
AC = (2, 2), daı́,

−→
AB +

−→
AC = (3,−1) + (2, 2) = (5, 1).

�
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Uma outra forma geométrica de ver a soma de dois vetores é a chamadaregra do paralelo-

gramo. Dados−→u e−→v , tomeA um ponto qualquer e sejam−→u =
−→
AB e−→v =

−→
AC. SejaD o ponto

que faz do quadriláteroABDC um paralelogramo, então a soma de−→u e−→v é o vetor−→w =
−−→
AD

representado pela diagonal do paralelogramo.

A

B

C

D
−→u

−→v

−→w = −→u +−→v

Figura 1.10: Regra do paralelogramo

Para ver que a regra do paralelogramo nos fornece realmente ovetor soma basta ver que, pela

contrução, o segmento de retaBD é equipolente ao segmentoAC, assim
−−→
BD =

−→
AC, daı́, pela

definição temos que
−→u +−→v =

−→
AB +

−−→
BD =

−−→
AD

Como cada coordenada do vetor−→u +−→v é a soma das coordenadas correspondentes de−→u e−→v
então a soma de vetores herdam, da soma de números reais, asseguintes propriedades.

Proposiç̃ao 1.12.Sejam−→u , −→v e−→w vetores quaisquer. Valem as propriedades:

1. Comutatividade: −→u +−→v = −→v +−→u

2. Vetor nulo: O vetor nulo, denotado por
−→
0 , é o vetor representado por qualquer segmento

nulo e satisfaz
−→u +

−→
0 = −→u .

3. Simétrico: Para todo vetor−→u existe um vetor, denotado por−−→u e chamado siḿetrico, tal

que
−→u + (−−→u ) =

−→
0 .

4. Associatividade:(−→u +−→v ) +−→w = −→u + (−→v +−→w ).

Outra operação é a multiplicação de um vetor por um número real. Geometricamente multi-

plicar um vetor por um número significa alterar o seu comprimento ou sentido sem modificar a

direção. Baseados nessa ideia surge a seguinte definição.

Definição 1.13.Sejam−→u =
−→
AB e λ ∈ R. Definimos oproduto deλ por −→u com sendo o vetor

λ−→u , representado pelo segmentoAB′ de modo que:
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1. A, B, eB′ são colineares;

2. |AB′| = |λ||AB|;

3. AB eAB′ tem o mesmo sentido seλ > 0, sentidos opostos seλ < 0.

Novamente, a definição independe da escolha dos pontosA eB, ou seja, se tomarmosC eD

tais que−→u =
−−→
CD, então o vetor

−−→
CD′ = λ

−−→
CD obtido será o mesmo

−−→
AB′, veja [2]. Dado essa

definição geométrica é natural perguntar quais são as coordenadas do produto de um vetor por um

escalar?

Proposiç̃ao 1.14.Se−→u = (u1, u2) eλ ∈ R, ent̃aoλ−→u = (λu1, λu2).

Demonstraç̃ao: Considere os pontosP = (u1, u2) eQ = (λu1, λu2). Sabemos que−→u =
−→
OP ,

devemos mostrar que
−→
OQ = λ

−→
OP , ou seja, devemos verificar que

1. O, P , eQ são colineares;

2. |OQ| = |λ||OP |;

3. OP eOQ tem o mesmo sentido seλ > 0, sentidos opostos seλ < 0.

1. De fato, seu1 = 0, entãoO, P e Q estão sobre o eixoOY , portanto são colineares. Se

u1 6= 0, então sejamP ′ = (u1, 0) e Q′ = (λu1, 0). Considere os triângulos retângulos

OP ′P eOQ′Q e note que a tangente do ângulôPOP ′ é
u1

u2
, e a tangente do ângulôQOQ′

é
λu1

λu2
=

u1

u2
. Daı́, os ânguloŝPOP ′ e Q̂OQ′ são congruentes, ou seja, os segmentosOP e

OQ formam o mesmo ângulo com o eixoOX, portanto estão sobre a mesma reta, logoO,

P eQ são colineares.

b

b

b bb b

O O

P

Q

P ′

u1

u2

Q′

λu1

λu2

2. Com efeito,

|OQ| =
√

λ2u2
1 + λ2u2

2 = |λ|
√

u2
1 + u2

2 = |λ||OP |.

3. Neste caso devemos analisar os casos:
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• u1 > 0 eu2 > 0

• u1 > 0 eu2 = 0

• u1 > 0 eu2 < 0

• u1 = 0 eu2 > 0

• u1 = 0 eu2 < 0

• u1 < 0 eu2 > 0

• u1 < 0 eu2 = 0

• u1 < 0 eu2 < 0

Vamos analisar somente o primeiro, os demais são análogos.

Suponha queu1 > 0 e u2 > 0. Neste casoOP está no primeiro quadrante e a reta que

contémO, P e Q é uma reta que passa pela origem e intersecta o primeiro e o terceiro

quadrante.

Seλ > 0, entãoλu1 > 0 e λu2 > 0, assimOQ também está no primeiro quadrante, logo

OP eOQ têm o mesmo sentido.

Seλ < 0, entãoλu1 < 0 eλu2 < 0, assimOQ também está no terceiro quadrante, logoOP

eOQ têm o sentidos contrários.

Exemplo 1.2.5.SejamA = (0, 1) eB = (1, 0). Determine os representantesCD, CD′ eCD′′

dos vetores
−→
AB , −2

−→
AB e2

−→
AB com origem no pontoC = (1, 1).

Soluç̃ao: Como
−→
AB = (1,−1), da Proposição 1.14 então−2

−→
AB = (−2, 2) e−2

−→
AB = (2,−2).

SejamD = (d1, d2), D′ = (d′1, d
′
2) eD′′ = (d′′1, d

′′
2), então

−−→
CD = (d1 − 1, d2 − 1) = (1,−1) ⇒ d1 = 2 ed2 = 0 ⇒ D = (2, 0),

−−→
CD′ = (d′1 − 1, d′2 − 1) = (−2, 2) ⇒ d1 = −1 ed2 = 3 ⇒ D′ = (−1, 3),

−−→
CD′′ = (d′′1 − 1, d′′2 − 1) = (2,−2) ⇒ d1 = 3 ed2 = −1 ⇒ D′′ = (3,−1).

�

Assim como a soma de vetores, o produto de vetores por escalarherdam as seguintes proprie-

dades dos número reais.

Proposiç̃ao 1.15.Sejam−→u , −→v vetores do plano eλ, µ ∈ R. Valem as propriedades:

1. Associatividade:λ(µ−→u ) = (λµ)−→u

2. Distributividade:

λ(−→u +−→v ) = λ−→u + λ−→v

(λ+ µ)−→u = λ−→u + µ−→u ;
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3. Elemento neutro:O número1 é o elemento neutro da multiplicação por escalar, ou seja,

1−→u = −→u .

Exemplo 1.2.6.Dados os vetores−→u = (1,−1) e−→v = (3, 1), determine

−→a = 2−→u +−→v ,
−→
b = −→u + 2−→v , −→c =

1

2

−→
b −−→a .

Soluç̃ao:

−→a = 2−→u +−→v = 2(1,−1) + (3, 1) = (2,−2) + (3, 1) = (5,−1).

−→
b = −→u + 2−→v = (1,−1) + 2(3, 1) = (1,−1) + (6, 2) = (7, 1)

−→c =
1

2

−→
b −−→a =

1

2
(7, 1)− (5,−1) =

(

7

2
,
1

2

)

− (5,−1) =

(

−3

2
,
3

2

)

�

Finalizaremos essa seção com a solução do problema apresentado no inı́cio.

A soluç̃ao do problema do tesouro

Augusto Wagner Carvalho estabeleceu na ilha, que felizmente era plana, um sistema de coor-

denadas com origem emA e com o pontoB no eixoOX. Ele mediu a distância deA atéB e

encontrou 40 metros. Assim, ficou estabelecido queA = (0, 0), B = (40, 0) e para a palmeira

desaparecida ele pôsC = (x, y).

b

b

b

b

b

b

A

C

B

N

X
M

90o 90o

Temos então que

−→
AC = (x, y),

−−→
AM = (y,−x),

−−→
BC = (x− 40, y)

−−→
BN = (−y, x− 40).
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ComoA é a origem, as coordenadas do pontoM sãoM = (y,−x). Logo,
−−→
AN =

−→
AB +

−−→
BN =

(40− y, x− 40).

SendoX o ponto médio do segmentoMN , suas coordenadas são dadas por

X =

(

y + 40− y

2
,
−x+ x− 40

2

)

= (10,−20).

Portanto, para encontrar o tesouro, bastava andar 20m na direção deA paraB e depois virar à

direita e andar mais 20m. Competência de Augusto Wagner e azar de Barba Negra. A localização

do tesouro ficou independente da palmeira.

1.2.2 Exerćıcios

1. SeA = (1, 1), B = (2, 2), C = (−1, 0) eD = (0, 1), então
−→
AB =

−−→
CD? EAB = CD?

Justifique.

2. Verifique se é verdadeira ou falsa cada afirmação e justifique sua resposta.

a) AB ∈ −→
AB

b) AB ≡ CD ⇔ −→
AB =

−−→
CD

c)
−→
AB =

−−→
CD ⇒ A = CeB = C

d)
−→
AB =

−−→
CD ⇒ AC ≡ BD

3. Prove que um quadrilátero é um paralelogramo se, e somente se, os pontos médios de suas

diagonais coincidem.

4. Prove, usando a definição de soma de vetores, que
−−→
BC −−→

BA =
−→
AC.

5. Prove que, se
−→
AB +

−→
AC =

−−→
BC, entãoA = B.

6. Prove, usando a definição de soma de vetores, a seguinte regra para determinar o vetor−→x =
−→u +−→v +−→w : tomam-se representantes consecutivos, isto é, a origem de cada um coincidindo

com a extremidade do anterior, e ”fecha-se o polı́gono”. Mostre que a regra vale para quatro

e para cinco parcelas (é possı́vel demonstrá-la para um n´umero qualquer de parcelas usando

o Princı́pio de Indução Finita.)

7. Localize os pontosA = (1, 1), B = (−3, 0), C = (4, 1), D = (2,−3), E = (3,−2) e

F = (−4,−3) no plano cartesiano e efetue os seguintes cálculos:

a)
−→
AB +

−→
AC +

−−→
AD

b) 2(
−−→
BC −−−→

EC) + 3
−→
EF − 2

−−→
AD

c)
−→
AB +

−−→
BC +

−−→
CD +

−−→
DE +

−→
EA
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d) +
−→
AB − (

−→
AC + 2

−−→
CD) +

−−→
ED − (

−−→
EB −−−→

DC)
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1.3 Produto Interno

Dados os segmentos orientadosAB eAC abaixo você seria capaz de determinar o ângulo entre

eles?

A

B

C

Se você pensou em usar um transferidor parabéns, é uma boaideia. Mas você seria capaz de

encontrar esse ângulo usando apenas uma régua graduada, um lápis e um barbante?

Se você acha que não é capaz, imagine que você esteja no meio do deserto do Saara com muita

sede, sozinho e não disponha de nenhuma tecnologia. De repente você encontra uma lâmpada

mágica e o gênio diz que lhe concederá três desejos caso você consiga calcular este ângulo usando

apenas uma régua graduada, um lápis e um barbante.

Se com este incentivo você ainda não é capaz de calcular este ângulo pesquise sobre a definição

de radianos e tente novamente.

Podemos mostrar que dois segmentos equipolentes definem ângulos congruentes, ou seja,

ângulos de mesma medida. Baseados nisso definiremos o que significa ângulo entre vetores e em

seguida definiremos uma outra operação envolvendo dois vetores que relaciona suas coordenadas

com seu ângulo.

Definição 1.16.Dados dois vetores−→u e −→v definimos oângulo entre−→u e −→v o menorângulo

formado pelos segmentosOP eOQ, representantes de−→u e−→v respectivamente.

Definição 1.17.Definimos anorma de um vetor−→v como sendo o comprimento de qualquer dos

seus representantes. Denotamos a norma de−→v por ‖−→v ‖. Um vetor com norma igual a 1́e dito

vetor unitário.

Exemplo 1.3.1.Calcule a norma dos vetores−→u = (1, 0), −→v = (3, 1) e−→w =
(√

3
2
, 1
2

)

.

Soluç̃ao: SejamA = (1, 0), B = (3, 1) eC =
(√

3
2
, 1
2

)

. Neste caso, pela definição,
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‖−→u ‖ = d(O,A) =
√
12 + 02 = 1,

‖−→v ‖ = d(O,B) =
√
32 + 12 =

√
10,

‖−→w ‖ = d(O,C) =

√

3

4
+

1

4
= 1.

Logo os vetores−→u e−→w são unitário mas o vetor−→w não.

�

A norma de um vetor satisfaz algumas propriedades muito úteis.

Proposiç̃ao 1.18.Sejam−→u e−→v vetores do plano eλ ∈ R. Ent̃ao,

1. ‖−→v ‖ ≥ 0;

2. ‖−→v ‖ = 0 se, e somente se,−→v = 0;

3. ‖λ−→v ‖ = |λ|‖−→v ‖;

4. ‖−→u +−→v ‖ ≤ ‖−→u ‖+ ‖−→v ‖. (desigualdade triangular)

Demonstraç̃ao: Sejam−→u = (u1, u2) e−→v = (v1, v2). As propriedades 1,2 e 3 são imediatas. Para

demonstrar a desigualdade triangular precisamos do conceito de produto interno que será visto em

seguida, portanto faremos sua demonstração no exemplo 1.3.3.

Definição 1.19.O produto interno ou escalarentre os vetores−→u e−→v é o ńumero real

−→u · −→v = ‖−→u ‖‖−→v ‖ cos θ,

ondeθ é oângulo entre eles.

Proposiç̃ao 1.20.Se−→u = (u1, u2) e−→v = (v1, v2) são vetores no plano, então

−→u · −→v = u1v1 + u2v2.

Demonstraç̃ao: SejamP = (u1, u2) e Q = (v1, v2). Neste caso−→u =
−→
OP , −→v =

−→
OQ e seja

−→w =
−→
PQ = (v1 − u1, v2 − u2).
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O

P

Q

−→u −→w

−→v
θ

Como as normas dos vetores são os comprimentos dos lados do triânguloOPQ, sabemos, pela

Lei dos cossenos, que

‖−→u ‖2 + ‖−→v ‖2 − 2‖−→u ‖ ‖−→v ‖ cos θ = ‖−→w ‖2.

Da definição de produto interno, temos que

2−→u · −→v = ‖−→u ‖2 + ‖−→v ‖2 − ‖−→w ‖2.

Substituindo as coordenadas no lado direito, obtemos que

−→u · −→v =
1

2
(‖−→u ‖2 + ‖−→v ‖2 − ‖−→w ‖2)

=
1

2
(u2

1 + u2
2 + v21 + v22 − (v1 − u1)

2 − (v2 − u2)
2)

=
1

2
(2u1v1 + 2u2v2) = u1v1 + u2v2.

Exemplo 1.3.2.

1. Encontre o produto interno entre−→u = (1, 2) e−→v = (5, 4).

2. Determinar o valor dea ∈ R tal que os vetores−→u = (a, 1) e−→v = (2, 3) tenham produto

interno igual a 15. Achar, tamb́em, o cosseno dôangulo formado por esses vetores.

Soluç̃ao:

1. Da Proposição 1.20 temos que

−→u · −→v = 5 + 8 = 13.



30 Capı́tulo 1. Geometria Analı́tica Plana

2. Novamente, da Proposição 1.20 temos que

−→u · −→v = 2a+ 3 = 15 ⇒ a = 6.

Neste caso, note que‖−→u ‖ =
√
37 e ‖−→v ‖ =

√
13. Da definição de produto interno temos

que

15 = −→u · −→v = ‖−→u ‖ ‖−→v ‖ cos θ =
√
37
√
13 cos θ.

Daı́,

cos θ =
15√
481

.

Usando uma calculadora cientı́fica podemos determinar que oânguloθ é aproximadamente

46.84o.

�

Vejamos agora as principais propriedades que o produto interno satisfaz.

Proposiç̃ao 1.21.Para quaisquer vetores−→u , −→v e −→w e para qualquer ńumero realλ, valem as

propriedades:

1. −→u · −→v = −→v · −→u ;

2. λ(−→u · −→v ) = (λ−→u ) · −→v = −→u · (λ−→v );

3. (−→u +−→v ) · −→w = −→u · −→w +−→v · −→w ;

4. −→u · −→u = ‖−→u ‖2;

5. |−→u · −→v | ≤ ‖−→u ‖ ‖−→v ‖ (desigualdade de Cauchy-Schwartz)

Demonstraç̃ao: Tomando as coordenadas dos vetores−→u , −→v e−→w e usando a Proposição 1.20 as

propriedades 1-4 seguem imediatamente das propriedades denúmeros reais. Quanto à propriedade

5, basta notar que| cos θ| ≤ 1 para todoθ ∈ R. Com isso, da definição de produto interno, temos

que

|−→u · −→v | = ‖−→u ‖ ‖−→v ‖ | cos θ| ≤ ‖−→u ‖ ‖−→v ‖.

Exemplo 1.3.3.Vejamos agora como usar o produto interno para mostrar a desigualdade trian-

gular.
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Soluç̃ao: De fato, usando as propriedades de produto interno, podemosver que

‖−→u +−→v ‖2 = (−→u +−→v ) · (−→u +−→v )

= −→u · −→u + 2−→u · −→v +−→v · −→v

= ‖−→u ‖2 + 2−→u · −→v + ‖−→u ‖2

≤ ‖−→u ‖2 + 2|−→u · −→v |+ ‖−→u ‖2

≤ ‖−→u ‖2 + 2‖−→u ‖ ‖−→v ‖+ ‖−→u ‖2

= (‖−→u ‖+ ‖−→v ‖)2.

Logo,

‖−→u +−→v ‖ ≤ ‖−→u ‖+ ‖−→v ‖

�

Observe que, da definição de produto interno, dados dois vetores−→u e−→v :

• Se0 ≤ θ < π
2
, então−→u · −→v > 0;

• Seθ = π
2
, então−→u · −→v = 0;

• Se π
2
< θ ≤ π, então−→u · −→v < 0.

Com isso, diremos que dois vetores−→u e−→v sãoortogonais ou perpendiculares, e denotare-

mos por−→u ⊥ −→v , quando−→u · −→v = 0.

No exemplo 1.1.4 mostramos que, dado um pontoP = (x0, y0), os pontosQ = (x, y) que

pertencem à retar que passa pela origem e é perpendicular ao segmentoOP devem satisfazer a

equação

xx0 + yy0 = 0.

Podemos obter o mesmo resultado utilizando vetores e produto interno. Note que o segmentoOP

define o vetor
−→
OP = (x0, y0), assim, para queQ pertença àr os vetores

−→
OP e

−→
OQ = (x, y) devem

ser ortogonais, ou seja,

0 =
−→
OQ · −→OP = xx0 + yy0.
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Veremos agora algumas aplicações do produto interno.

Exemplo 1.3.4.Dados dois vetores−→u =
−→
AB e−→v =

−→
AC representados por segmentos orientados

de mesma origem. Sejar a reta que passa pelo pontoB e é perpendicular̀a reta s que cont́em

AC. SejaB′ o ponto de interseç̃ao dessas duas retas. Determine o vetor
−−→
AB′, em funç̃ao de−→u e

−→v .

A

B

C
B′

Soluç̃ao: ComoA, B′ eC são colineares sabemos que existeλ ∈ R tal que

−−→
AB′ = λ

−→
AC = λ−→v .

Neste caso devemos determinar esseλ em função de−→u e−→v .

Para isso, note que −−→
B′B · −→AC = 0.

Além disso, podemos ver que
−−→
AB′ +

−−→
B′B =

−→
AB. Daı́, multiplicando esta equação por

−→
AC

vemos que

−−→
AB′ · −→AC +

−−→
B′B · −→AC =

−→
AB · −→AC

⇒
−−→
AB′ · −→AC =

−→
AB · −→AC

⇒λ
−→
AC · −→AC =

−→
AB · −→AC

⇒λ‖−→AC‖2 = −→
AB · −→AC

⇒λ =

−→
AB · −→AC
‖−→AC‖2

=
−→u · −→v
‖−→v ‖2 .
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Logo,
−−→
AB′ =

(−→u · −→v
‖−→v ‖2

)

−→v .

�

Com base neste exemplo temos a seguinte definição.

Definição 1.22.Sejam−→u e−→v vetores no plano. O vetor

Pr−→v
−→u :=

(−→u · −→v
‖−→v ‖2

)

−→v ,

seŕa ditoprojeç̃ao ortogonal de−→u sobre−→v .

Exemplo 1.3.5.

1. Determine os valoresm ∈ R que fazem da projeção ortogonal do vetor−→u = (m+1, m−1)

sobre o vetor−→v = (m, 1−m) ser unit́aria.

2. Encontre um vetor perpendicular ao vetor−→u = (1, 2).

Exemplo 1.3.6.Dado um paralelogramoABCD, temos que

Área(ABCD) =

√

‖−→AB‖2‖−−→AD2‖ − (
−→
AB · −−→AD)2.

E dado um trîanguloABC, temos que

Área(ABC) =
1

2

√

‖−→AB‖2‖−→AC‖2 − (
−→
AB · −→AC)2.

Soluç̃ao: Em um paralelogramoABCD considere os vetores
−→
AB e

−−→
AD, e sejaθ o ângulo entre

eles. Seja aindah a altura do paralelogramo relativa ao ladoAD, como na figura abaixo.

A

B C

D

h

θ

Sabemos, da geometria básica, que a área do paralelogramoé o produto de um dos lados pela

respectiva altura. Neste caso, temos que

Área(ABCD) = ‖−−→AD‖h.
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Com isso, basta determinarmos o valor deh. Sabemos queh = ‖−→AB‖ sen θ, daı́,

Área(ABCD)2 = ‖−−→AD‖2h2 = ‖−−→AD‖2 ‖−→AB‖2 sen2 θ

= ‖−−→AD‖2 ‖−→AB‖2(1− cos2 θ)

= ‖−−→AD‖2 ‖−→AB‖2 − ‖−−→AD‖2 ‖−→AB‖2 cos2 θ

= ‖−−→AD‖2 ‖−→AB‖2 − (
−−→
AD · −→AB)2.

Donde segue o resultado.

Para obtermos a área de um triângulo basta observarmos queesta é metade da área do parale-

logramo formado por dois de seus lados.

A

B A′

C

�

Exemplo 1.3.7.SejamA = (0,−1), B = (3, 0), C = (1, 2) e D = (−2, 1). Mostre que o

quadriláteroABCD é um paralelogramo e determine suaárea.

Soluç̃ao: Primeiro devemos verificar que os pontosC eD não estão sobre a reta que passa porA

eB, ou seja, devemos ver queA,B eC não são colineares, bem comoA,B eD.

SeA,B eC fossem colineares existiriaλ ∈ R tal que
−→
AB = λ

−→
AC. Neste caso terı́amos que

(3, 1) = λ(1, 3) ⇒ λ = 3 eλ = 1/3,

o que é um absurdo! PortantoA,B e C não são colineares. Do mesmo modo podemos mostrar

queA,B eD não são colineares.

Com isso o quadrilátero é um paralelogramo poisAC eBD tem o mesmo ponto médio. (Ve-

rifique!)
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Agora calculemos a área do paralelogramo. Note que‖−→AB‖ =
√
10, ‖−−→AD‖ = 2

√
2 e

−→
AB ·

−−→
AD = −4, daı́,

Área(ABCD) =

√

‖−→AB‖2‖−−→AD2‖ − (
−→
AB · −−→AD)2 = 8.

�

1.3.1 Exerćıcios

1. Verifique se é verdadeira ou falsa cada afirmação e justifique sua resposta.

a) Se−→u e−→v são vetores no plano, então‖−→u ‖−→v e ‖−→v ‖−→u são vetores de mesmo compri-

mento.

b) Se−→u e−→v têm mesmo comprimento, então−→u −−→v e−→u +−→v são ortogonais.

c) Se−→u 6= 0 e−→u · −→v = −→u · w, então−→v = −→w .

d) Se−→u e−→v são vetores no plano, então‖−→u +−→v ‖2 = ‖−→u ‖2 + 2−→u · −→v + ‖−→v ‖2.

e) Se−→u e−→v são vetores no plano, então‖−→u +−→v ‖2 + ‖−→u +−→v ‖2 = 2(‖−→u ‖2 + ‖−→v ‖2).

f) Se−→u e−→v são vetores no plano, então‖−→u +−→v ‖2 + ‖−→u −−→v ‖2 = 4−→u · −→v .

g) Se−→u = (x, 1) e−→v = (x,−1) são ortogonais, entãox = 1 oux = −1.

h) Existe uma reta que contém os pontosA = (1, 3), B = (−1, 2) eC = (5, 4).

i) O triângulo determinado pelos vérticesA = (1, 0),B = (0, 2) eC = (−2, 1) é retângulo.

j) Se−→u e−→v não são nulos ePr−→v
−→u = 0, então−→u ⊥ −→v .

k) Se−→v é múltiplo do vetor−→u , entãoPr−→u
−→v = −→v .

l) Se−→u · −→v = −→u · w, então−→u ⊥ (−→v −−→w ).

2. Ache o ângulo entre os vetores

a) −→u = (2,−3) e−→v = (1, 1)

b) −→u = (2,−3) e−→v = (3, 2)

c) −→u = (1, 1) e−→v = (1, 2)

d) −→u = (1, 0) e−→v = (
√
3, 1)

3. Determine a norma da projeção do vetor−→u sobre o vetor−→v .

4. Dados−→u = (4,−1) e−→v = (2,−1) encontre dois vetores−→u1 e−→u2 tais que−→u = −→u1 +
−→u2,

−→u1

é paralelo a−→v e−→u2 é perpendicular a−→v . Esboce essa decomposição.

5. Encontre os vetores com norma3
√
3 e perpendiculares a−→v = (2, 3). Quais formam ângulo

agudo com(1, 0)?
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6. Encontre o produto
−→
AB · −−→AD sabendo que o paralelogramoABCD tem lados de compri-

mento1 e2 e área1.

7. A medida em radianos do ângulo entre−→u e−→v é π
4
. Sabendo que‖−→u ‖ =

√
5 e ‖−→v ‖ = 1,

ache a media em radianos do ângulo entre−→u +−→v e−→u −−→v .

8. Mostre que

a)
∣

∣‖−→u ‖ − ‖−→v ‖
∣

∣ ≤ ‖−→u −−→v ‖

b) |−→u · −→v | = ‖−→u ‖ · ‖−→v ‖ ⇔ −→u e−→v são paralelos.
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1.4 Estudo da Reta no Plano

Vimos que o uso de um sistema de coordenadas nos permite representar pontos e vetores através

de pares ordenados, e assim resolver de forma fácil diversos problemas geométricos. Nesta seção

faremos um estudo detalhado de uma reta o plano. Veremos que arepresentação algébrica de

retas se dá pelo uso de um certo tipo de equações. Para issoapresentaremos inicialmente algumas

definições.

Definição 1.23.Dizemos que−→u émúltiplo de−→v quando existeλ ∈ R tal que−→u = λ−→v .

Observaç̃ao: Note que desta definição podemos concluir que:

1. O vetor nulo
−→
0 é ḿultiplo de qualquer vetor. Contudo nenhum vetor não nuloé ḿultiplo do

vetor nulo.

2. Se−→u e−→v não s̃ao nulos, ent̃ao−→u é ḿultiplo de−→v se, e somente se,−→v é ḿultiplo de−→u .

3. SejamA, B eC pontos distintos, então
−→
AB é ḿultiplo de

−→
AC se, e somente se,A, B eC

são colineares.

Exemplo 1.4.1.Considere os vetores−→u = (1, 0), −→v = (1, 1) e−→w = (2,−1). Mostre que−→u não

é ḿultiplo de−→v , mas sim de−→v +−→w .

Soluç̃ao: Se−→u fosse múltiplo de−→v , então, pela Definição 1.23, existiriaλ ∈ R tal que−→u = λ−→v .

Daı́,

(1, 0) = λ(1, 1) ⇒ λ = 1 eλ = 0,

um absurdo! Logo−→u não é múltiplo de−→v .

Note−→v +−→w = (3, 0) = 3(1, 0) = 3−→u . Daı́,

−→u =
1

3
(−→v +−→w ).

Logo−→u é múltiplo de−→v +−→w .

�

Definição 1.24.Dizemos que um vetor não nulo−→v éparalelo a uma retar, e escrevemos−→v // r,

se, para quaisquer pontosA, B ∈ r, o vetor
−→
AB é ḿultiplo de−→v . Dizemos que um vetor não nulo

−→v é ortogonal a uma retar, e escrevemos−→v ⊥ r, se, para quaisquer pontosA, B ∈ r, o vetor
−→
AB é ortogonal ao vetor−→v .

Vejamos agora uma maneira de representar algebricamente uma reta.
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1.4.1 Equaç̃ao paraḿetrica da reta

SejamP0 = (x0, y0) um ponto de uma retar e −→v = (a, b) um vetor paralelo a esta reta. Da

definição de vetor paralelo a uma reta, um pontoP = (x, y) pertence ar se, e somente se, existe

t ∈ R tal que
−→
AP = t−→v . (1.2)

Esta equação é ditaequaç̃ao vetorial paramétrica da reta r e t é ditoparâmetro.

Em coordenadas temos que

(x− x0, y − y0) = t(a, b), t ∈ R,

ou seja,

(x, y) = (x0, y0) + t(a, b), t ∈ R.

Com isso, cada coordenada define equações que dependem do parâmetrot, isto é,

{

x = x0 + at

y = y0 + bt, t ∈ R.

Estas equações são chamadas simplesmente deequaç̃oes paraḿetricas da retar.

Exemplo 1.4.2.

1. Determine as equações paraḿetricas da reta que passa pelos pontosA = (2, 3) e B =

(5, 2).

2. Mostre que os pontosA = (−1, 0), B = (0, 1), C = (1, 2) eD =
(

−1
2
, 1
2

)

são colineares e

determine as equações paraḿetricas para a reta que os contém.

Soluç̃ao:

1. Como
−→
AB = (3,−1) é um vetor paralelo à reta que passa porA eB, pelo visto acima, as

equações paramétricas são:
{

x = 2 + 3t

y = 3− t, t ∈ R

2. Como no item anterior podemos ver que a retar que passa pelos pontosA eB tem equação

vetorial paramétrica dadas por

r : (x, y) = (−1 + t, t), t ∈ R.
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Com isso, temos que

t = 2 ⇒ (x, y) = (1, 2) = C

t =
1

2
⇒ (x, y) =

(

−1

2
,
1

2

)

.

Daı́,C eD pertencem à retar e portanto os pontosA,B,C eD são colineares.

�

Podemos reescrever a equação (1.2) a fim de dar-lhe uma interpretação geométrica. Da definição

de soma de vetores, sabemos que
−→
OP =

−→
OA+

−→
AP . Assim, da equação (1.2) temos que

−→
OP =

−→
OA+ t−→v .

Como os vetores
−→
OP e

−→
OA têm mesmas coordenadas dos pontosP eA respectivamente, podemos,

por um abuso de notação, reescrever a equação (1.2) da seguinte forma

P = A + t−→v .

Sabemos que ao multiplicarmos o vetor−→v por um número realt alteramos apenas seu compri-

mento e sentido. Com isso, podemos dizer que se partirmos do pontoA na direção do vetor−→v ,

alterando apenas seu sentido e comprimento, podemos obter todos os pontos da reta.

As equações paramétricas nos permitem representar uma reta, um objeto puramente geométrico,

de maneira algébrica. Podemos ver que uma mesma reta tem infinitas representações, bastando es-

colher pontos diferentes da reta. Porém, para cada representação, todos os pontos da reta estão

associados a um único número real, o parâmetrot, ou seja, se variarmost sobre todos os números

reais percorremos todos os pontos da reta. Por este motivo dizemos que a reta tem dimensão 1.

Agora apresentaremos uma outra maneira igualmente útil derepresentar uma reta.

1.4.2 Equaç̃ao cartesiana da reta

SejamP0 = (x0, y0) um ponto de uma retar e−→u = (a, b) um vetor ortogonal à retar. Neste caso,

um pontoP = (x, y) pertence à retar se, e somente se,

−−→
P0P · −→u = 0.
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Com isso, temos que

(x− x0, y − y0) · (a, b) = 0 ⇔ ax+ by − ax0 − by0 = 0.

Fazendoc = −ax0 − by0 temos que

ax+ by + c = 0. (1.3)

Esta equação é ditaequaç̃ao cartesiana da reta.

Exemplo 1.4.3.

1. Encontre a equaç̃ao cartesiana da retar que passa porA = (2, 2) e é ortogonal ao vetor
−→u = (3, 2).

2. Encontre a equaç̃ao cartesiana da reta que passa pelos pontosP = (1, 3) eQ = (5,−9).

Soluç̃ao:

1. Como vimos a equação cartesiana é da forma

3x+ 2y + c = 0.

Como todos os pontos da retar devem satisfazer a equação, para determinarmos o valor dec basta

substituirmos o pontoA na equação, assim

6 + 4 + c = 0 ⇒ c = −10.

Logo a equação da retar é

3x+ 2y − 10 = 0.

2. Sejar a reta que passa pelos pontosP eQ. Neste caso, o vetor
−→
PQ = (4,−12) é paralelo à

retar. Para encontrarmos a equação cartesiana da retar necessitamos de um vetor ortogonal à reta.

Note que o vetor−→u = (3, 1) é ortogonal à
−→
PQ e portanto é ortogonal àr. Com isso, a equação da

retar é da forma

3x+ y + c = 0.

Substituindo o pontoP na equação obtemos quec = −6, portanto

r : 3x+ y − 6 = 0.
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Observaç̃ao: Note que a equação (1.3) ñao é uma reta! Uma equação é um objeto alǵebrico,

enquanto uma retáe um objeto geoḿetrico. A equaç̃ao cartesiana de uma retáe a relaç̃ao que as

coordenadas dos pontos da reta devem satisfazer, portanto ela depende do sistema de coordenada

cartesiana que estamos usando, ou seja, se mudarmos o nosso sistema de coordenadas a equação

que representa a reta também muda. Aĺem disso, com no caso das equações paraḿetricas da

reta, existem infinitas equações que representam a mesma reta, bastando para isso mudar o vetor

ortogonalà reta. Note que no exemplo anterior, item 2, poderı́amos tomar o vetor−→v = (12, 4)

como o vetor ortogonal̀a reta. A maneira correta de se representar uma retaé usando a notaç̃ao

de conjunto, assim uma retar representada pela equação (1.3)é o seguinte conjunto

r = {(x, y) ∈ R
2; ax+ by + c = 0}.

Porém, a fim de simplificar a notação escreveremos simplesmente

r : ax+ by + c = 0,

devendo termos em mente o conjunto acima.

Dizemos que uma reta évertical quando é o eixoOY ou uma reta paralela a ele. Neste caso,

qualquer reta vertical é ortogonal ao vetor−→e1 = (1, 0), portanto as retas verticais têm equação da

forma

x+ c = 0.

Se a reta passa pelo ponto(x0, 0) obtemos que a equação da reta é

x = x0.

Daı́, o eixoOY tem equação cartesianax = 0.

Uma reta é ditahorizontal quando é o eixoOX ou uma reta paralela a ele. Como no caso das

retas verticais, as retas horizontais têm equações da forma

y = y0,

onde(0, y0) é o ponto do eixoOY que ela intercepta.



42 Capı́tulo 1. Geometria Analı́tica Plana

b

b

x0

y0

Uma retar : ax + by + c = 0 não vertical tem o coeficienteb não nulo, portanto podemos

reescrevê-la da seguinte forma

r : y = −a

b
x− c

b
.

Tomandom = −a
b

ep = − c
b

temos que

r : y = mx+ p. (1.4)

Esta equação é denominadaequaç̃ao reduzida da reta. A equação da reta nessa forma nos permite

dar sentido geométrico aos coeficientesm ep. De fato, como a reta não é vertical, é claro que ela

corta o eixoOY . Portanto, fazendox = 0 na equação reduzida da reta temos quey = p, ou seja,

a reta intercepta o eixoOY no ponto(0, p). Por esse motivo dizemos quep é ocoeficiente linear

da reta.

Vamos dar uma interpretação geométrica ao coeficientem. SejaP = (x, y) um ponto qualquer

da reta e note que os pontosP , Q = (0, p) e R = (x, p) formam um triângulo retângulo com

ângulo reto emR, como na figura abaixo.

b

b

b

b

b

x

p

y

Q

P

R

OX

OY

α

Denotemos porα o ângulo que a reta forma uma reta horizontal. Do triânguloretângulo temos

que a tangente deste ângulo é

tanα =
y − p

x
.
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ComoP = (x, y) é um ponto da reta diferente deQ, isolando o coeficientem na equação

reduzida da reta, obtemos que

m =
y − p

x
= tanα.

Logo,m é a tangente do ângulo que a reta faz como qualquer das retashorizontais. Por este motivo

m é chamado decoeficiente angular da reta.

Exemplo 1.4.4.

1. Determine as equações paraḿetricas da retar dada pela equaç̃ao cartesiana:

r : 2x− 3y + 12 = 0.

2. Determine uma equação cartesiana da retar cujas equaç̃oes paraḿetricas s̃ao:

s :

{

x = −6t

y = 4− 4t, t ∈ R.

Soluç̃ao:

1. Sabemos que o vetor−→u = (2, 3) é um vetor ortogonal à retar. Daı́, como o vetor−→v =

(−3, 2) é ortogonal ao vetor−→u , temos que−→v é paralelo à retar. Fazendox = 0 na equação

cartesiana da retar obtemos queA = (0, 4) é um ponto da retar. Portanto, as equações cartesianas

da retar são:

r :

{

x = −3t

y = 4 + 2t, t ∈ R.

2. Das equações paramétricas temos queA = (0, 4) é um ponto da retas e−→u = (−6,−4) é

um vetor paralelo à retas. Daı́, obtemos que−→v = (2,−3) é um vetor ortogonal à retas. Assim,

sabemos que a retas tem equação cartesiana da forma

2x− 3y + c = 0.

SubstituindoA na equação obtemos quec = −12. Logo, obtemos

s : 2x− 3y − 12 = 0

�
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1.4.3 Posiç̃oes relativas êangulos entre retas

Nesta seção veremos como determinar as posições entre duas retas no plano. Também forma-

lizaremos a noção de ângulo entre duas retas e, com auxilio do produto interno, veremos algumas

aplicações deste conceito.

Dados duas retas no planor e r′, sabemos que ou elas são coincidentes, ou são paralelas ou

são concorrentes. Sejam−→v e
−→
v′ vetores paralelos àr e r′ respectivamente. Neste caso, se−→v e

−→
v′

não são múltiplos, entãor e r′ são concorrentes. Caso contrário, ou seja, se−→v e
−→
v′ são múltiplos,

então ou as retas são coincidentes ou elas são paralelas.Neste último caso, para sabermos se são

coincidentes ou paralelas, devemos verificar se algum pontode uma das retas pertence à outra.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.4.5.Determine as posiç̃oes relativas entre as retasr e r′ do plano onde:

1. r :

{

x = 3− 2t

y = 1 + 3t, t ∈ R.
e r′ :

{

x = −1− t

y = 1 + t, t ∈ R.

2. r : x− 3y = 1 e r′ :

{

x = −1 + 3t

y = 1 + t, t ∈ R.

Soluç̃ao:

1. Das equações paramétricas vemos que−→v = (−2, 3) e
−→
v′ = (−1, 1) são os vetores paralelos

a r e r′ respectivamente. Como não são múltiplos temos quer e r′ são concorrentes.

2. Das equações vemos que o vetor−→v = (3, 1) é paralelo a ambas as retas. Neste caso,r e

r′ são coincidentes ou paralelas. Podemos ver imediatamenteque o pontoA = (−1, 1) pertence à

retar′. Porém, substituindo sua coordenadas na equação da retar vemos que

x− 3y = −1 − 3 = −4 6= 1.

LogoA não pertence à retar e portanto elas são paralelas.

�

Como vimos duas retas podem ser coincidentes, paralelas ou concorrentes. Sabemos da ge-

ometria básica que duas retas concorrentes formam claramente quatro ângulos, sendo os ângulo

opostos pelo vértice de mesma medida. Além disso, conhecendo a medida de um deles temos a

medida do outro, visto que são complementares. Porém quando duas retas são coincidentes ou

paralelas falar em ângulos entre elas parece-nos um pouco estranho. Entretanto, se olharmos para

vetores paralelos a essas retas podemos tomar representantes com a mesma origem e calcular a
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medida do ângulo entre eles, assim o ângulo entre retas paralelas ou coincidentes mediriam0 eπ

radianos.

Baseados neste raciocı́nio, tomaremos o ângulo entre duasretas como sendo o ângulo de menor

medida formado por vetores paralelos a elas. Mais precisamente temos a seguinte definição.

Definição 1.25.Sejamr e s retas no plano e sejam−→u e−→v vetores paralelos ar e s respectiva-

mente. Definimos ôangulo entrer es como oânguloθ ∈
[

0, π
2

]

tal que

cos θ =
|〈u, v〉|

‖−→u ‖‖−→v ‖ .

Exemplo 1.4.6.

1. Encontre o cosseno doângulo entre as retasr es dadas por

r : 3x− 4y = 1 e s :

{

x = 2t− 1

y = −t
, t ∈ R.

2. Encontre as equações das retas que passam pelo ponto(2,−1) formando umângulo de

45ocom a retar : 2x− 3y + 7 = 0.

Soluç̃ao:

1. Sabemos que−→u = (4, 3) // r e−→v = (2,−1) // s. Como−→u · −→v = 5, ‖−→u ‖ = 5 e‖−→v ‖ =
√
5,

da definição de ângulo entre retas, temos que

cos θ =
1√
5
.

2. Sabemos que um vetor paralalelo à retar é o vetor−→u = (3, 2). Como já temos o ponto

P = (2,−1), para determinarmos a equação cartesiana da reta que forma um ângulo de45ocom a

retar precisamos apenas de um vetor ortogonal a ela. Seja−→v = (a, b) um vetor ortogonal à reta

procurada, neste caso, sabemos que−→w = (−b, a) é um vetor paralelo a ela, assim, pela definição

de ângulo entre retas temos que √
2

2
=

| − 3b+ 2a|√
a2 + b2

√
13

.

Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado afim de eliminarmos as raı́zes temos que

1

2
=

(−3b+ 2a)2

13(a2 + b2)
.
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Daı́,

13a2 + 13b2 = 2(−3b+ 2a)2.

Desenvolvendo o binômio do lado direito e agrupando os temos comuns temos que

5a2 − 24ab = 5b2.

Para simplificarmos esta identidade aplicaremos a técnicade completar quadrados. Inicialmente,

multiplicando a identidade por 1/5, obtemos que

a2 − 24

5
ab = b2.

Agora queremos acrescentar um termo na expressão do lado esquerdo de modo que ela se torne

um quadrado perfeito, ou seja, queremos completar o quadrado perfeito. Vamos fazer isso sepa-

radamente. Note que o termoa2 − 24
5
ab é quase um quadrado perfeito, restando apenas o último

termo. Assim para que ele se torne um quadrado perfeito devemos acrescentar um termox2 nessa

expressão, ou seja,

a2 − 24

5
ab+ x2.

Se esta nova expressão for um quadrado perfeito teremos a seguinte identidade

(a− x)2 = a2 − 24

5
ab+ x2.

Desenvolvendo o lado direito, temos que

a2 − 2ax+ x2 = a2 − 24

5
ab+ x2.

Daı́, determinamos que

x =
12

5
b.

Agora voltando à identidade que desejamos simplificar, ou seja,

a2 − 24

5
ba = b2.

Sabemos que acrescentando o termox2 =
144

25
b2 à expressão do lado esquerdo ela se torna um

quadrado perfeito. Entretanto, para que a identidade não se altere, somaremos o mesmo termo a

ambos os lados da identidade

a2 − 24

5
ba+

144

25
b2 =

144

25
b2 + b2 = 0.
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Daı́,
(

a− 12

5
b

)2

=
169

25
b2.

Portanto,

a− 12

5
b =

13

5
b oua− 12

5
b = −13

5
b.

Com isso obtemos que

a = 5b oua = −1

5
b.

Assim obtemos duas relações entrea eb, ou seja,−→v = (b, 5b) ou−→v = (b,−fracb5). Lembre-

se que uma reta tem infinitos vetores ortogonais mas para determinarmos a equação de uma reta

precisamos de apenas um, assim fazendob = 1 no primeiro eb = 5 no segundo obtemos os vetores

−→v = (1, 5) e−→v = (5,−1).

Logo, as duas retas possı́veis são da forma

x+ 5y + c1 = 0 ou5x− y + c1 = 0.

Substituindo o pontoP = (2,−1) nessas equações obtemos os valores dec1 e c2, e portanto

obtemos as retas:

x+ 5y + 3 = 0 ou5x− y + 11 = 0.

�

1.4.4 Dist̂ancias

Nesta seção definiremos distâncias de ponto a reta e entreduas retas e, utilizando o produto

interno, veremos como determiná-las.

Sabemos, da experiência, que o caminho mais curto entre dois pontos é uma linha reta. Por

isso, definimos a distância entre dois pontos como sendo o comprimento do segmento de reta que

os une. Entretanto a noção de distância pode ser estendida para outros objetos. Antes de definirmos

a distância entre ponto e reta, e entre retas vamos fazer umaexperiência. Dados os objetos abaixo,

como você calcularia a distância entre eles? Usando a malha abaixo e sua intuição tente calcular

as distâncias entre eles.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0

1

2

3

4

5

6

7

b

Se você seguiu sua intuição corretamente você deve ter obtido 5 como a distância entre os dois

segmentos, 2 a distância entre o ponto e o segmento vertical, aproximadamente7, 6 a distância

entre o ponto e o outro segmento, aproximadamente2, 26 a distância entre o cı́rculo e o segmento

não vertical, 1 a distância entre o cı́rculo e o segmento vertical e aproximadamente3, 1 a distância

entre o cı́rculo e o ponto.

Este experimento nos leva a conclusão de que uma boa maneirade se definir a distância entre

dois objetos é tomar a menor das distâncias entre todos os seus pontos. Isso nos motiva a dar a

seguinte definição.

Definição 1.26.Sejamr uma reta eP um ponto do plano.A distância deP a r, que denotaremos

por d(P,r), é dada pela dist̂ancia do pontoP ao pontoP0, ondeP0 é a interseç̃ao da retar com a

reta s, perpendicular ar passando porP .

b

b

P

PO

r
d(P, r)
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Podemos deduzir uma expressão da distância de ponto a retadependendo apenas das coorde-

nadas do ponto e a equação cartesiana da reta, ou seja, temos a seguinte proposição.

Proposiç̃ao 1.27.A dist̂ancia de um pontoP = (x0, y0) à uma retar : ax + by + c = 0 é dada

por

d(P, r) =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2

Demonstraç̃ao: Pela definição de distância de ponto a reta, devemos encontrar o pontoP0 sobre a

retas perpendicular à retar passando porP e calculard(P, P0). Vamos primeiramente determinar

s.

Como−→v = (a, b) é um vetor ortogonal ar temos que−→v é paralelo as, portanto a equação

vetorial paramétrica des é

(x, y) = (x0, y0) + t(a, b) = (x0 + at, y0 + bt), t ∈ R.

ComoP0 ∈ s temos queP0 = (x0+at, y0+ bt) para algumt ∈ R. Daı́, comoP0 também pertence

a r, substituindo suas coordenadas na equação cartesiana der e isolandot obtemos que

t = −ax0 + by0 + c

a2 + b2
.

Com isso temos que

P0 = (x0, y0)−
ax0 + by0 + c

a2 + b2
(a, b).

Comod(P0, P ) = ‖−−→P0P‖, das propriedades da norma, temos que

d(P, r) = ‖−−→P0P‖ =

∥

∥

∥

∥

ax0 + by0 + c

a2 + b2
(a, b)

∥

∥

∥

∥

=
|ax0 + by0 + c|

‖(a, b)‖2 ‖(a, b)‖ =
|ax0 + by0 + c|

‖(a, b)‖ .

Exemplo 1.4.7.Determine a dist̂ancia do pontoP = (−4,−2) à retar de equaç̃oes paraḿetricas

{

x = −3 + 5t

y = −2 + 3t, t ∈ R.

Soluç̃ao:

Como−→v = (5, 3) // r temos que−→u = (3,−5) é ortogonal ar, portantor tem equação cartesi-

ana da forma

3x− 5y + c = 0.
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SubstituindoP0 = (−3,−2) nesta equação obtemos quec = 1, assim temos

r : 3x− 5y + 1 = 0.

Com isso, temos que

d(P, r) =
|3× (−4)− 5× (−2) + 1|

32 + 52
= − 2√

34

�

Agora vejamos como definir e calcular distância entre duas retas.

Definição 1.28.Sejamr e s retas no plano. Definimos adistância entrer e s, e denotamos por

d(r, s), de acordo com cada um dos seguintes casos:

1. Ser e s são concorrentes, entãod(r, s) = 0;

2. Ser e s são paralelas ou coincidentes, então d(r, s) = d(P, r) = d(Q, s), ondeP eQ são

pontos quaisquer der e s respectivamente.

Exemplo 1.4.8.Determine a dist̂ancia entre as retasr es dadas por:

r : 3x− 6y = 2 e s : 2x− 4y + 5 = 0.

Soluç̃ao: Sabemos que−→u = (6, 3) // r e−→v = (4, 2) // s. Note que−→u = 3
2
−→v , daı́, as retasr es são

coincidentes ou paralelas. Neste caso, como o pontoP =
(

2
3
, 0
)

pertence ar temos que

d(r, s) = d(P, s) =
|2× 2

3
− 4× 0 + 5|√
22 + 42

=
19

6
√
5
.

�

1.4.5 Exerćıcios

1. Verifique se é verdadeira ou falsa cada afirmação e justifique sua resposta.

a) Se−→u = (x, 1) e−→v = (x,−1) são ortogonais, entãox = 1 oux = −1.

b) Existe uma reta que contém os pontosA = (1, 3), B = (−1, 2) eC = (5, 4).

c) Toda a reta da formay = ax+ 3− 5a passa pelo ponto(5, 3).
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d) O pontoP = (1, 1) pertence à reta que passa pelo pontoQ = (1, 2) na direção do vetor
−→v = (1, 1).

2. Qual ponto do eixoOX é equidistante dos pontosA = (1,−3) eB = (3, 1)?

3. No triângulo a seguir, os ladosAB, BC eAC medem respectivamente4, 3 e 2. Os pontos

P eQ são os pontos médios dos segmentos a que pertencem. Calcule a área sombreada.

b b

b

bb

b

A B

C

P Q

4. Para cada reta e ponto dados abaixo encontre a equação dareta paralela e da reta perpendi-

cular passando pelo ponto:

a) y = −2x+ 5, P = (1, 1);

b) 3x+ 2y = 10, P = (0, 1);

c) y = 3, P = (−1, 2);

d) y = πx+ π, P = (
√
2, 3) .

5. Encontre as coordenadas do pontoP interseção do cı́rculo de centro(0, 1) e raio 1 com a

reta que passa pelo ponto(0, 2) e corta o eixoOX.

6. Ache os pontos da retay = 2x+ 1 que estão situados à distância 2 da origem.

7. Qual é o ponto de ordenada 3 na reta paralela a3x − 2y = 2 passando pelo pontoA =

(5,−1)?

8. Quais são as paralelas situadas à distância 5 da reta3x− 4 = 1?

9. Qual é a distância entre as retasx− 3y = 4 e2x− 6y = 1?

10. Qual é o ponto de interseção da retaax+ by = c com a retaOA, ondeA = (a, b)?

11. Em que pontos a retaax+ by = c corta oes eixosOX eOY ?

12. Obtenha equações paramétricas para a reta que passa pelo ponto(2, 3) e é perpendicular à

reta5x− 3y = 2.
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13. Determinea e b de modo que as equaçõesx = at + 1, y = bt + 5 sejam uma representação

paramétrica da retay = 2x+ 3.

14. A reta definida pelas equações paramétricasx = 2t+1 ey = 3t+8 forma um ângulo agudo

α com a reta5x+ 11y = 6. Determineα.

15. Que ângulos faz a reta3x+ 4y = 7 com os eixosOX eOY ?

16. Escreva, sob a formaax+ by = c, a equação da reta que passa pela origem e faz um ângulo

de450 com a retax
2
+ y

√
3

2
= 1.

17. Determine a distância∆ do pontoP = (3, 1) à retax + 2y = 3. Ache o pontoQ = (x, y)

sobre esta reta, tal qued(P,Q) = ∆

18. Em cada caso abaixo determine as retas que passam pelo pontoP e formam o ânguloθ com

a retar :

a) P = (1, 1), θ = 30◦ e r : x− 3y = 1;

b) P = (−5, 3), θ = 90◦ e r : y = 2x− 1;

c) P = (−1, 1), cos θ = 1
3

e r : 3x+ 2y = 1.

19. Marque no planoOXY o pontosO = (0, 0),A = (0, 3),B = (3, 3),C = (3, 1), D = (5, 1)

eE = (5, 0). Considere uma chapa formada pelo interior do polı́gonoOABCDE. A reta

formada pelo segmentoOC divide a chapa numa razãok = área(OABC)

área(OCDE)
, encontre o valor

dek. Encontra a equação de uma retar, passando pela origem, que divide a chapa em duas

partes de mesma área. Essa reta é única? E uma reta passando pelo pontoB?

20. Encontre os pontos der : x+ y − 1 = 0 que equidistam deA = (3, 2) eB = (2,−1).

21. Determine o ponto der : 2x − y − 2 = 0 tal que a soma de suas distâncias aP = (2, 1) e

aQ = (1, 1) seja mı́nima. E determine o ponto der tal que o módulo da diferença entre as

distância seja máximo.

22. Dados os pontosA = (2, 4), B = (3, 1) e C = (5, 3), obtenha as equações das retas

mediatrizes dos segmentosAB eBC e determine as coordenadas da interseção dessas retas.

A partir daı́, ache a equação da circunferência que passaporA,B eC.

23. No exercı́cio anterior, mantenha os pontosA e B mas substituaC pelo pontoD = (1, 7).

Qual será a resposta?
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24. Qual é a equação da circunferência que passa pelos pontosA = (1, 2), B = (3, 4) e tem o

centro sobre o eixoOY ?

25. Diz-se que duas circunferências se cortam ortogonalmente quando, em cada ponto da sua

interseção, as tangentes respectivas são perpendiculares. Isto ocorre se, e somente se, o

quadrado da distância entre seus centros é igual à soma dos quadrados dos seus raios (por

quê?). A partir daı́, mostre que as duas circunferências

x2 + y2 − 4x+ 5y − 2 = 0 e

2x2 + 2y2 + 4x− 6y − 19 = 0

cortam-se ortogonalmente.
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1.5 Ĉonicas

As cônicas são curvas obtidas pela interseção de um plano com um cone circular reto, por

isso são chamadas de seções cônicas ou apenas cônicas.Elas são classificadas como sendo elipse,

hipérbole ou parábola.

Nesta seção faremos um estudo introdutório das curvas doplano conhecidas como cônicas. A

partir da definição geométrica dessas curvas deduziremos suas equações e aprenderemos a esboçar

seus gráficos.

Para um estudo mais aprofundado recomendamos as referências [1, 2].

1.5.1 Simetrias

Nesta seção introduziremos o conceito de simetrias em relação a uma reta e a um ponto. Estes

conceitos, fundamentais no estudo da geometria em geral e docálculo, serão importante para o

estudo das propriedades geométricas das cônicas.

Definição 1.29.Sejar uma reta no plano. Osimétrico de um pontoP do plano em relaç̃aoà reta

r, é o pontoP ′ sobre a perpendicular ar que passa porP e cuja a dist̂ancia ar é a mesma que a

distância deP a r.

b

b

P

P ′

r

d(P, r) = d(P ′, r)

Exemplo 1.5.1.Determine o pontoQ simétrico ao pontoP = (1, 2) em relaç̃ao à retar : 2x −
3y = 1
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Soluç̃ao: A reta perpendicular àr passando porP tem equação paramétrica dada por

r′ : (x, y) = (1 + 2t, 2− 3t), t ∈ R.

ComoP ′ ∈ r′ temos queP ′ = (1 + 2t, 2− 3t) para algumt ∈ R. Sabemos que

d(P, r) =
5√
13

.

Daı́,

d(P ′, r) =
|2(1 + 2t)− 3(2− 3t)− 1|√

13
=

5√
13

.

Desenvolvendo a igualdade chegamos que

| − 5 + 13t| = 5.

Donde, temos quet = 0 ou t = 10/13. Note que a soluçãot = 0 nos fornece o pontoP , portanto

a descartamos e logo temos que

P ′ =

(

33

13
,
−4

13

)

.

�

Definição 1.30.SejaP0 um ponto fixado no plano e sejaP um ponto do plano distinto deP0. O

simétrico do pontoP em relaç̃ao ao pontoP0, é o pontoP ′ que pertencèa retar que passa porP0

eP e tal qued(P0, P
′) = d(P0, P ). Esta definiç̃ao equivale aP0 ser o ponto ḿedio do segmento

PQ.

Exemplo 1.5.2.SejamO = (0, 0) eP = (1, 2), encontre o siḿetrico deP em relaç̃ao aO.

Soluç̃ao: Pela definição queremos encontrarP ′ = (x, y) tal queO seja o ponto médio entreP e

P ′, daı́,
(

x+ 1

2
,
y + 2

2

)

= (0, 0) ⇒ (x, y) = (−1,−2).

�

No cotidiano dizemos muitas vezes que um objeto é “simétrico”sem nos preocuparmos com a

definição exata do que é ser simétrico, contando apenas com a intuição geométrica e o contexto em

questão. Vimos nas duas definições as simetrias de um ponto, agora precisaremos o que é um uma

figura plana ser simétrica, que chamaremos de invariante por uma simetria do plano. Entendemos

porfigura plana qualquer conjunto de pontos do plano, neste caso temos a seguinte definição.
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Definição 1.31.Uma figura geoḿetrica planaé chamadainvariante por uma simetria do plano

se o siḿetrico de qualquer ponto da figura também pertencèa figura.

r

C

Figura 1.11: Curva simétrica em relação à retar

Na figura 1.11 vemos que a curvaC é invariante por simetria em relação à retar pois qualquer

de seus pontos tem o simétrico em relação à retar ainda contido na curva. Faça um exercı́cio,

tente desenhar em uma folha em branco várias figuras planas simétricas em relação a um ponto ou

em relação à uma reta. Você consegue imaginar uma figura plana simétrica em relação a uma reta

e um ponto simultaneamente? E em relação a duas retas ou dois pontos distintos? E uma figura

plana que é simétrica a infinitas retas?

Definição 1.32.O siḿetrico de uma figura planaX , em relaç̃ao a uma reta ou a um ponto,é a

figura planaX ′ formada por todos os siḿetricos dos pontos deX .

Exemplo 1.5.3.Seja a retar : x− 2y = 0. Determine o siḿetrico da retas : 2x+ y− 2 = 0 em

relação à retar.

Soluç̃ao: Queremos determinar a figura plana formada por todos os simétricos dos pontos da reta

s em relação à retar. Fazendox = a e isolandoy na equação da retas vemos que um ponto

genérico dessa reta é da formaP = (a, 2−2a), ondea ∈ R. Assim, vamos determinar o simétrico

deste ponto em relação à retar. Para isso procederemos como no Exemplo 1.5.1.

Sabemos que a retar′ : (x, y) = (a, 2 − 2a) + (t,−2t), t ∈ R é perpendicular àr passando

porP . Assim, o pontoP ′ simétrico deP em relação ar é da formaP ′ = (a+ t, 2− 2a− 2t) para

algumt ∈ R. Vamos determinar esset. Como a distância entreP ′ e r deve ser a mesma entreP e

r temos que
|a+ t− 2(2− 2a− 2t)|√

5
=

|a− 2(2− 2a)|√
5

.
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Daı́,

| − 4 + 5a+ 5t| = | − 4 + 5a|.

Com isso temos que

t =
8− 10a

5
.

Substituindot emP ′ obtemos que

P ′ =

(

8

5
− a,

−6

5
+ 2a

)

=

(

8

5
,
−6

5

)

+ a(−1, 2).

Comoa está variando em todos os reais, vemos queP ′ é um ponto genérico da reta

s′ : (x, y) =

(

8

5
,
−6

5

)

+ t(−1, 2), t ∈ R.

Logo o simétrico da retas em relação à retar é a retas′.

�

No caso geral, seguindo os mesmos passos deste exemplo, podemos mostrar que as simetrias

em relação a retas e pontos sempre levam retas em retas. Isto é, se aplicarmos sobre todos os

pontos de uma reta uma dessas simetrias obtemos uma nova reta. Este é o conteúdo da seguinte

proposição.

Proposiç̃ao 1.33.O siḿetrico de uma retas, em relaç̃ao a uma retar ou a um pontoP , é tamb́em

uma reta.

Demonstraç̃ao: Vide Proposições 16 e 17 em [2].

Exemplo 1.5.4.Determine o siḿetrico da retas : 2x+ y − 2 = 0 em relaç̃ao aP0 = (−2, 1).

Soluç̃ao: Pela Proposição 1.33 sabemos que o simétrico des é uma reta. Portanto, para encontrá-

la, precisamos apenas determinar dois de seus pontos. Note queP1 = (1, 0) e P2 = (0, 2) são

pontos da retas. SejamP ′
1 = (x1, y1) e P ′

2 = (x2, y2) os respectivos simétricos deP1 e P2 em

relação aP0. Com isso, da definição de simétrico, temos que

(

x1 + 1

2
,
y1
2

)

= (−2, 1) ⇒ (x1, y1) = (−5, 2)

(

x1

2
,
y1 + 2

2

)

= (−2, 1) ⇒ (x2, y2) = (−4, 0)
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Daı́, temos que a retas′ simétrica des em relação aP0 é

s′ : (x, y) = (−4, 0) + t(1,−2), t ∈ R.

�

1.5.2 Ĉonicas

Agora vamos introduzir a definição geométrica de cada cônica e obter suas equações.

Definição 1.34.Dados dois pontos no planoF1 eF2 umaelipseé o lugar geoḿetrico dos pontos do

plano cuja soma das distâncias aos pontosF1 eF2 é constante. Os pontosF1 eF2 são chamados

focosda elipse.

Geometricamente é fácil visualizar e construir uma elipse. Vejamos uma maneira caseira de

se construı́-la. Coloque uma folha de papel sobre uma prancheta, escolha os pontosF1 e F2 que

serão os focos da elipse e fixe pinos (alfinetes, pregos, percevejo e etc). Pegue um fio inextensı́vel

(barbante, linhas e etc) e amarre cada as pontas em cada um dospinos. Se você não tiver uma

prancheta e nem pinos você pode fazer um pequeno furo na folha, passar cada ponta por esses

furos e prender na parte de trás da folha com uma fita adesiva.Agora pegue um lápis e faça-o

deslizar sobre a folha de modo a manter o fio sempre esticado, conforme ilustra a figura 1.12.

b b

b

F1 F2

P

Figura 1.12: elipse

Como estamos trabalhando com geometria analı́tica, definido um novo objeto geométrico é

natural nos perguntarmos: Qual é a representação algébrica deste objeto? Sendo a elipse uma
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curva esperamos que os pontos dela satisfaçam uma equação, como foi no caso da reta. Vejamos

como construir uma equação para a elipse.

Para expressarmos algebricamente a elipse precisamos de umsistema de coordenadas. Esco-

lheremos um sistema de coordenadas que deixe a equação da elipse o mais simples possı́vel.

Dado uma elipse, considere um sistema de eixos cartesianos com eixoOX determinado porF1

eF2 com origem no ponto médio desses pontos.

b b

F1 F2

P

Sejac > 0 a abscissa deF2, isto é,F1 = (−c, 0) e F2 = (c, 0). Neste caso, pela Definição

1.34, um pontoP = (x, y) da elipse satisfaz

d(P, F1) + d(P, F2) = k,

ondek > 0 é uma constante. Vamos desenvolver esta equação de modo atorná-la o mais simples

possı́vel. Podemos ver que
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d(P, F1) + d(P, F2) = k

⇔
√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2 = k

⇔
√

(x+ c)2 + y2 = k −
√

(x− c)2 + y2

⇔ (x+ c)2 + y2 =
(

k −
√

(x− c)2 + y2
)2

⇔ (x+ c)2 + y2 = k2 − 2k
√

(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2

⇔ x2 + 2cx+ c2 = k2 − 2k
√

(x− c)2 + y2 + x2 − 2cx+ c2

⇔ 4cx = k2 − 2k
√

(x− c)2 + y2

⇔ 4cx− k2 = −2k
√

(x− c)2 + y2

⇔ (4cx− k2)2 =
(

−2k
√

(x− c)2 + y2
)2

⇔ 16c2x2 − 8k2cx+ k4 = 4k2
(

(x− c)2 + y2
)

⇔ 16c2x2 − 8k2cx+ k4 = 4k2x2 − 8k2cx+ 4k2c2 + 4k2y2

⇔ (4k2 − 16c2)x2 + 4k2y2 = k4 − 4k2c2

⇔ 4(k2 − 4c2)x2 + 4k2y2 = k2(k2 − 4c2)

A equação neste ponto já está bem mais simples do que quando começamos, entretanto va-

mos simplificar ainda mais definindo novos parâmetros. Paraisso faremos uso de um argumento

geométrico a partir da construção da elipse. SejaPy = (0, b), com b > 0, o ponto da elipse

que intercepta a parte positiva do eixoOY , como na figura 1.13. Com isso temos os triângulos

retângulosPyOF2 ePyOF1, que são semelhantes. Daı́ temos qued(O,Py) = b, d(O,F2) = c e

d(Py, F2) =
k
2
. Do Teorema de Pitágoras concluı́mos que

b2 + c2 =
k2

4
⇒ 4b2 = k2 − 4c2.

Substituindo na equação da elipse que obtivemos e tomandoa = k
2

obtemos que

16b2x2 + 16a2y2 = 16a2b2

Dividindo ambos os membros por16a2b2 temos que

x2

a2
+

y2

b2
= 1. (1.5)
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Esta equação é ditaequaç̃ao can̂onica (ou reduzida) da elipse.

b b

b

bb

F1 F2

Py

c

b a

Figura 1.13:

Note que, a partir da equação canônica da reta, fazendoy = 0 temos quex2 = a2 o que implica

quex = −a ou x = a, isto é, os pontosA1 = (−a, 0) e A2 = (a, 0) são os pontos da elipse

que interceptam o eixoOX. Chamamos deeixo maior da elipse o segmentoA1A2, que tem

comprimento2a. Chamamos deeixo menoro segmento formado pelos pontos de interseção da

elipse com o eixoOY , que tem comprimento2b.

Se considerássemos os focos sobre o eixoOY obterı́amos a mesma equação para a elipse

exceto queb seria maior quea, donde concluı́mos que os focos estão situados no eixo maior da

elipse.

Passemos a analisar as propriedades de simetria da elipse.

Proposiç̃ao 1.35.As elipses s̃ao invariantes por simetria em relação ao seus eixos e em relação

ao seu centro.

Demonstraç̃ao: Dado um pontoP = (x, y) da elipse sabemos queP satisfaz:

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Note queP1 = (−x,−y), P2 = (−x, y) eP3 = (x,−y) são os simétricos deP em relação à

origem, ao eixoOY e em relação ao eixoOX respectivamente. Para verificarmos queP1, P2 eP3

pertencem à elipse basta vermos que eles satisfazem a equac¸ão da elipse. Com efeito,
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(−x)2

a2
+

(−y2)

b2
=

x2

a2
+

y2

b2
= 1

(−x)2

a2
+

y2

b2
=

x2

a2
+

y2

b2
= 1

x2

a2
+

(−y2)

b2
=

x2

a2
+

y2

b2
= 1

Definição 1.36.Dados dois pontos no planoF1 eF2 umahipérboleé o lugar geoḿetrico dos pon-

tos do plano cujo valor absoluto da diferença das distâncias aos pontosF1 eF2 é uma constante

positiva menor que a distância entre os pontosF1 eF2. Os pontosF1 eF2 são chamadosfocosda

hipérbole.

Podemos desenhar uma hipérbole da seguinte forma. Pegue uma régua e faça um pequeno

orifı́cio em uma de suas extremidades. Marque em uma folha depapel os pontosF1 eF2 de modo

que a distância entre eles seja menor que a régua. Fixe a régua através do orifı́cio, usando um pino,

em um dos focos de modo que ela possa girar livremente. Pegue um fio inextensı́vel e fixe uma de

suas extremidades na ponta da régua e a outra extremidade nooutro foco. Estique o fio com um

lápis de modo que ele fique encostado na régua, como na figura1.14. Girando-se a régua temos

um ramo da hipérbole. Repita o procedimento com o outro focopara obter o outro ramo.

Como no caso da elipse, vamos determinar uma equação para ahipérbole. Considere um

sistema de eixos cartesianos com eixoOX determinado porF1 eF2 com origem no ponto médio

desses pontos. Neste caso, assim como no da elipse, sendo2c a distância entre os dois focos,

2a o valor absoluto da diferença das distâncias de um ponto qualquer da hipérbole aos focos e

c2 = b2 + a2, então a equação da hipérbole é dada por

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Esta equação é ditaequaç̃ao can̂onica (ou reduzida) da hiṕerbole.

Da equação canônica da hipérbole podemos tirar suas propriedades de simetria.

Proposiç̃ao 1.37.As hiṕerboles s̃ao invariantes por simetria em relação ao seus eixos e em relação

ao seu centro.



1.5. Cônicas 63

b b

F1 F2

b
P

Figura 1.14: hipérbole

Demonstraç̃ao: Análogo à Proposição 1.35.

Vejamos como fazer um esboço de uma hipérbole a partir da sua equação canônica. Já conhe-

cemos, da Proposição 1.37 as simetrias da hipérbole. Fazendoy = 0 obtemos quex = ±a, ou seja,

os pontosA1 = (−a, 0) eA2 = (a, 0), chamados devértices da hiṕerbole, são os pontos onde a

hipérbole intercepta o eixoOX. O segmentoA1A2 é ditoeixo real ou transversoda hipérbole.

Fazendox = 0 obtemosy2 = −b2, uma equação que não tem solução em números reais, o que

significa que hipérbole não intercepta o eixoOY . Os pontosB1 = (0,−b) eB2 = (0, b) não estão

na hipérbole, mas desempenham um papel importante para traçar seu gráfico. O segmentoB1B2 é

dito eixo imaginário da hipérbole.

As retas verticais passando porA1 eA2 e as retas horizontais passando porB1 eB2 determinam

um retângulo de vérticesC = (−a, b), D = (a, b), E = (a,−b) e F = (−a,−b) cujas retas

passando pelas diagonais têm equaçõesy = ± b
a
x, chamadasasśıntotas da hipérbole.

As assı́ntotas da hipérbole têm a seguinte propriedade: um ponto da hipérbole muito afastado

da origemO está a uma distância muito pequena (próximo de zero) da assı́ntota. Na prática,

isto significa que o desenho do gráfico da hipérbole se aproxima da assı́ntota quando o ponto da

hipérbole se afasta do centro. Como resultado temos o gráfico da hipérbole na figura 1.15.

Daremos a seguir uma ideia da validade da propriedade das assı́ntotas. Observe que a equação

da hipérbole pode ser escrita como
y2

x2
=

b2

a2
− b2

x2
,

poisx 6= 0. Sabemos que quando|x| é muito grande,x2 também é muito grande. Logo,b
2

x2 ≈ 0.

Desta maneira, vemos quey
2

x2 ≈ b2

a2
. Concluı́mos então quey

x
≈ ± b

a
, quando(x, y) é um ponto da
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hipérbole com|x| muito grande.

OX

OY

b b

F1 F2

b

b

bb

A1 A2

B1

B2
b

b b

bb

C D

EF

Figura 1.15: hipérbole

Definição 1.38.Dados uma retaℓ e um pontoF não pertencente aℓ no plano. Umaparábola é

o lugar geoḿetrico dos pontos do plano equidistantes da retaℓ e do pontoF . A retaℓ é chamada

diretriz, o pontoF é dito foco e o pontoV de interseç̃ao da reta porF perpendicular aℓ com a

parábolaé ditovértice.

Podemos desenhar uma parábola usando uma folha, um esquadro, um fio inextensı́vel, uma

régua e um lápis da seguinte forma. Fixe a régua sobre a folha e escolha um ponto acima da régua

para ser o foco. Coloque o esquadro com um dos catetos encostado na régua de modo que ele possa

deslizar sobre a régua. Tome um fio de comprimento igual ao lado do cateto do esquadro que não

está encostado na régua. Fixe uma das extremidades do fio nofoco e a outra extremidade na ponta

do esquadro oposta ao lado que está encostado na régua. Estique o fio com um lápis de forma que

ele fique encostado no lado do esquadro perpendicular à régua. Deslize o esquadro sobre a régua e

teremos um arco de parábola. Veja a figura 1.16.

Como no caso da elipse e da hipérbole, escolhendo-se um sistema de coordenadas conveniente

podemos obter uma equação simples para a parábola. Dado uma parábola, considere um sistema

de eixos cartesianos com eixoOY determinado pela reta perpendicular aℓ passando porF e a

origemO no vértice da parábola. Neste caso, sendo2p a distância deF a ℓ, então a equação da

parábola é dada por
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bF

b

Figura 1.16: parábola

x2 = 4py

Esta equação é ditaequaç̃ao can̂onica (ou reduzida)da parábola.

OX

OY

b

b

F (0, p)

ℓ

V

Figura 1.17: parábola

Proposiç̃ao 1.39.Uma paŕabola é invariante por simetria em relação à reta que cont́em o seu

vértice e seu foco.
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Demonstraç̃ao: Análogo à Proposição 1.35.

Quando os eixos coordenados não são os eixos de simetria dacônica sua equação não é apre-

sentada na forma canônica. Neste caso, a cônica é o conjunto de soluções de uma equação do

segundo grau da forma:

Ax2 +By2 + Cxy +Dx+ Ey + F = 0

ondeA,B,C não são simultaneamente nulos. Entretanto nem toda equac¸ão do segundo grau é

uma das cônicas, como por exemplo a equação

x2 + y2 = 0

tem como solução apenas o ponto(0, 0). Por isso faz-se necessário a seguinte definição.

Definição 1.40.Uma cônica degeneradáe uma equaç̃ao do segundo grau a duas variáveis em

que o conjunto de soluções emR2 é vazio ou ñao é uma elipse, nem uma hipérbole e nem uma

parábola.

Exemplo 1.5.5.Verifique que as seguintes equações s̃ao ĉonicas degeneradas

1. x2 + y2 = −1

2. (x−1)2

4
+ (y−2)2

9
= 0

3. (x−3)2

25
− (y−1)2

4
= 0

4. (y − 2)2 = 3

Soluç̃ao:

1. Como a soma dos quadrados de dois números reais é sempre positivo ou zero temos que a

esta equação não tem solução, ou seja, o conjunto soluc¸ão é vazio.

2. A soma dos quadrados de dois número é zero somente quandocada um é zero, daı́,

x− 1

2
= 0 e

y − 2

3
= 0.

Assim,x = 1 ey = 2. Logo o conjunto solução desta equação é apenas o ponto(1, 2).

3. Note que o lado direito desta equação é um produto notável e portanto pode ser escrita da

seguinte forma
(

x− 1

5
− y − 2

3

)(

x− 1

5
+

y − 2

3

)

= 0.
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Daı́,
x− 1

5
=

y − 2

3
ou

x− 1

5
= −y − 2

3
.

Portanto o conjunto solução da equação são duas retas.

4. Neste caso,

(y − 2)2 = 3 ⇒ |y − 2| =
√
3 ⇒ y = 2 +

√
3 ouy = 2−

√
3.

Logo as soluções desta equação são as duas retas horizontais passando pelos pontos(0, 2 +
√
3) e

(0, 2−
√
3) �

1.5.3 Translaç̃ao do sistema de coordenadas

Quando uma cônica tem equação na forma canônica sabemosdizer se trata-se de uma elipse,

hipérbole ou parábola. Entretanto, como dissemos anteriormente, quando os eixos coordenados

não são os eixos de simetria da cônica sua equação assume a forma

Ax2 +By2 + Cxy +Dx+ Ey + F = 0

ondeA,B,C não são simultaneamente nulos. Neste caso, como podemos determinar que tipo de

cônica é?

Uma dessas situações ocorre quando o sistema de eixos tem aorigem em posição diferente do

centro da cônica mas os eixos são paralelos aos eixos de simetria. Neste caso dizemos que a foi

cônica transladada da origem do sistema. Vejamos na seguinte definição

Definição 1.41.Dados um sistema ortogonalOXY e um pontoO′, a translaç̃ao deOXY para

O′ é a construç̃ao de um novo sistem ortogonalO′X ′Y ′ traçando paralelas aos eixos do sistema

OXY passando porO′, preservando a orientação e a unidade de medida. O pontoO′ é a origem

do novo sistema de coordenadas.

Dados um sistema de coordenadasOXY e a sua translaçãoO′X ′Y ′, sabemos que dado um

pontoP podemos determinar suas coordenadas nos dois sistemas. Neste caso, é natural a seguinte

pergunta:Existe alguma relação entre essas coordenadas?

Dado um pontoP no plano. Sejam(x, y) suas coordenadas no sistemaOXY . Denotemos por

(x′, y′)′ as coordenadas deP no sistemaO′X ′Y ′. Se(x0, y0) são as coordenadas deO′ no sistema

OXY , então podemos ver que

{

x′ = x− x0

y′ = y − y0.
(1.6)



68 Capı́tulo 1. Geometria Analı́tica Plana

OX

OY

OX ′

OY ′

x0

y0

b

b

b

x′

x

y′y

O

O′

P

Figura 1.18: Sistema de eixos transladado

Exemplo 1.5.6.Dado um sistema de coordenadas fixadoOXY , sejaO′ = (−2, 3) a origem de

um novo sistemaO′X ′Y ′ transladado. SeP = (5,−1)′ er é uma reta de equação2x′−y′+1 = 0

com respeito ao sistemaO′X ′Y ′, encontre as coordenadas deP e a equaç̃ao da retar no sistema

OXY .

Soluç̃ao: Temos a seguinte mudança de coordenadas.

{

x′ = x+ 2

y′ = y − 3.

Daı́, substituindo as coordandas deP temos que

5 = x+ 2 e − 1 = y − 3 ⇒ x = 3 ey = 2.

Assim,P = (3, 2) no sistemaOXY . Para encontrarmos a equação da retar no sistemaOXY

basta substituir a mudança de coordenadas na equação2x′ − y′ + 1 = 0. Com isso temos que

2(x+ 2)− (y − 3) + 1 = 0 ⇒ 2x− y + 8 = 0.

Logo a retar tem a seguinte equação no sistemaOXY

2x− y + 8 = 0.
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SeO′ = (x0, y0) é um ponto no plano, então as equações abaixo são cônicas

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1

(x− x0)
2

a2
− (y − y0)

2

b2
= 1 y − y0 = K(x− x0)

2.

Verifiquemos esta afirmação para a primeira equação, as demais são análogas. Substituindo a

mudança de coordenadas (1.6) obtemos

(x′)2

a2
+

(y′)2

b2
= 1.

Assim podemos dizer que um pontoP = (x, y) no sistemaOXY que satisfaz a equação(x−x0)2

a2
+

(y−y0)2

b2
= 1, também satisfaz a equação(x′)2

a2
+ (y′)2

b2
= 1 no sistemaO′X ′Y ′, ondeP = (x′, y′)′.

Esta última equação representa uma elipse no sistemaO′X ′Y ′. Como uma translação da elipse

não altera sua forma temos que a equação anterior tambémé uma equação de elipse.

Vejamos agora, através de um exemplo, como identificar uma cônica que não está na forma

canônica e como esboçá-la.

Exemplo 1.5.7.Identifique a ĉonica4x2 − 16y2 − 24x− 24y + 23 = 0 e faça um esboço.

Soluç̃ao: Vamos completar quadrados dos termos emx e emy a fim de colocar a equação na forma

canônica transladada. Note que

4x2 − 16y2 − 24x− 24y + 23 = 0

⇒ 4x2 − 24x− 16y2 − 24y + 23 = 0

⇒ 4(x2 − 6x)− 16

(

y2 +
3

2
y

)

+ 23 = 0

⇒ 4(x2 − 6x+ 9− 9)− 16

(

y2 +
3

2
y +

9

16
− 9

16

)

+ 23 = 0

⇒ 4(x− 3)2 − 16

(

y +
3

4

)2

− 4 = 0

⇒ (x− 3)2 − 4

(

y +
3

4

)2

= 1

⇒ (x− 3)2 −
(

y + 3
4

)2

1
4

= 1

Logo a equação representa uma hipérbole transladada como origem em
(

3, 3
4

)

.

�
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Índice Remissivo

coeficiente

angular da reta, 46

linear, 45

desigualdade triangular, 8

distância, 8

de ponto à reta, 51

de reta a reta, 53

eixo, 8

abcissas, 9

ordenadas, 9

elipse, 61

equação canônica da, 64

focos da, 61

equação

cartesiana da reta, 43

paramétrica vetorial da reta, 41

reduzida da reta, 45

equações paramétricas da reta, 41

invariante por uma simetria do plano, 59

origem

de eixo, 8

parâmetro, 41

produto escalar, 31

produto interno, 31

quadrante, 10

regra do paralelogramo, 25

reta

orientada, 8

segmento nulo, 19

segmento orientado, 18

comprimento, 18

direção, 18

equipolente, 19

extremidade, 18

origem, 18

sentido, 18

sentido

negativo, 8

positivo, 8

simétrico

de um ponto em relação a outro, 58

de um ponto em relação a uma reta, 57

de uma figura plana, 59

sistema de coordenadas, 9

vetor

coordenadas, 22

múltiplo, 40

ortogonal a uma reta, 40

paralelo a uma reta, 40

vetores

ângulo, 30

ortogonais, 34

perpendiculares, 34

produto por escalar, 26

soma, 23

unitário, 30



Nomenclature

AB segmento de reta

−→u · −→v produto interno

AB segmento orientado

AB ≡ CD segmentos equipolentes

d(A,B) distância entre dois pontos

d(P, r) distância de ponto à reta
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