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Exsnbtcxos ,

16-1

6-2
\

~—.

16-3

(a) re ssao paralelas.

-

({c) re tséo concorrentes.

( e) re s sao reversas.

No Exercicio 16-1, obtenha

retas

res.

y quando for o caso,

. _ 0.
(b) r, se tsao paralelas a um mesmo plan’:

(d) se tsdo coplanares.

Sao concorrentes ou

rt
. B, 9 oy (23) entdio AB = (03-3)e(,s43
es=BC =0~ -1, )d e " exemplo )
Tomamos um ponto I
¢ LD, pois
o 1 3
0 ~1 1 =0
0o 3 -3
ntes.
i1 sﬁoconcorre (
Logo, res ndo sao reversas, |
ica sres.
Estude a posicéo relativa das reta o
" X=(1,-1,1) +A(-21~ —
2 ox-3y+Z= 5
X—-y—2Z=
s
o x+y-2z=0 x+y—2z=0
(enr: x+1_y _z+1 . X2 (000) +1(120)
T2 3 2
ox—-y+7=0
x+3 y-1 .
d) r: = _5
(d) i ; ke
-(@r: X= 619 +42713) s X=(3~44) +A(1,-2,2)
z-1
(f)r:X1}’5 zZ+2 o Xy 1
3 3 5 .
X+V—38z=1
X+ 1 y— i
(9 r ===z i IEI
2x-y-2z=0
4
e y4 =23 s X=(0,2,2) + A(1,1,-1)
Calcule m em cada caso, usando a informag&o dada sobre as retas
e x+y-z=0
’ S:Xz_}L:z "
B m
- y+z+1=0




Capitulo 16 — Posicdo relativa de retas e planos = 1

16-4  Sejam r: X=(1,02) +(2.1.3) 0 5: X = (0,1,~1) + A(1,m:2m). Estude, segundo 06 valores g
a posigio relativa de ro s 6 obtenha, quando for o caso, uma equagéo geral do plano determinas
do por elas,

( 16- Estude, segundo os valores de m e n, a posi¢io relativa das retas re 5. Obtenha, quando for 0
caso, uma equacgao geral do plano determinado por elas.

J X=2-2
r X:(1,n7,0)+1(1,2,1) S
ly: nz-1

Q(i-b Dé condicbes sobre m e n para que as retas re s determinem um plano:
x=y=1 x—-nz+m+n=0

nx—y—-2z+m+1=0 x+y-2nz+11=0

16-7 Mostre que as retas re s determinam um plano e obtenha uma equacgao geral de .
! @r x-1=y=2z s x—1=y=2z
j‘j. (b) r: (x=1)2=(y—3)/3=2z/4 s: x[2=yl3=(z—4)4

ﬂ POSICAO RELATIVA DE RETA E PLANO

Para uma reta » € um plano 7, sdo trés as possibilidades: r estar contida em 7, ou serem
paralelos, ou serem transversais. Neste tltimo caso, a interse¢do de r e 7 reduz-se a um unico
ponto; no segundo caso, essa intersecdo é vazia; e para que r esteja contida em 7 € suficiente que
dois de seus pontos, distintos, pertengam a 77, €aso em que rNx =r.

Para estudar a posicdo relativa de r e 7, utilizaremos o seguinte fato basico: r é transversal a
7T se, e somente se, seu vetor diretor 1 ndo é paralelo a 7 (equivalentemente, r é paralela a 7 ou
estd contida em 7 se, e somente se, ré paralelo a 7). Lembremos que, para verificar se ré paralelo
a s, dispomos de dois recursos: tomar um par (u,) de vetores diretores de 7 e analisar a dependén-
cia linear da tripla (17,17,7') (veja a Definigdo 6-1 (c)), ou aplicar a Proposi¢do 14-21.

Dados 7 = (m,n,p) € 7: ax + by +cz+d=0, podemos entdo estudar a posicdo relativade re

seguindo o roteiro:

e Seam+bn+cp #0,remsio transversais.

e Seam+ bn+cp= 0, remnio sio transversais. Para esclarecer se r estd contida em ;¥ ou &

paralela a i, basta escolher um ponto A de r e verificar se ele pertence a 7.

Por outro lado, se (1,v) é um par de vetores diretores de 7r, podemos adotar um roteiro alterna-

tivo (veja a Figura 16-2):
« Se (.05 € LI, r e s30 transversais.
e Se (u,y,r) é LD, remnio
se r e o siio paralelos verificando se um ponto escolhido em r pertence ou ndo a .
H4 também o “método da interse¢dio”, que consiste em determinar »Nor usando os procedi-
interpretar os resultados obtidos sob o ponto de vista da posiglo relativa.

sfio transversais, e, como antes, saberemos se r estd contida em 7 ou

mentos do Capitulo 15 ¢




‘ . ¢ paralela a 7.
Logo, A niio pertence @ 7 ¢, portanto, / p
r escritas sob @ forma cquivalente

. S
(€) As cquaghes de r podem s¢

l,r+2y—2=0

|
l
|
I'x#3y-l-27.=3 |
i
"v
|

r como no Exercicio Resolvido 15-11 (segundo modo) Pary oby
e

Vamos procede 1

um vetor diretor de 7. . 1

I 1ca { |

» Se adotarmos paray 0 valor 0, o sistema 3
x+2z=3 ’

]

xX=2

e tem por solugdo x = z = 1. Logo; A = (1,0,1) é um ponto de r. |

« Dando a x o valor 0, obtemos

3y+2z=3

2y =2

e, portanto, y = 3 e z= 6. O ponto B = (0,3,6) pertence a r. |

« Um vetor diretor de r é 7 = AB = (-1,3,5).
Agora, repetimos o que foi feito nos itens (a) e (b): u=(1,1,1)ev=(210)si
vetores diretores de 7T, € (z—[,{;,}:) € LI, pois

1 1 1

2 1 0 (=2 4

-1 3 5 ;

Logo, r e 7T sdo transversais. ' <
Uma resolugdo alternativa para os tré€s itens é obter uma equagio geral de 7 ¢ |
proceder como no Exercicio Resolvido 16-2. 3

vlff/hv P~ i i P

Exzncicxos 16-8) Estude a posicao relativa de re x e, quando forem transversais, obtenha o ponto dé interse¢®
' (a) r: X=(1,1,0) + 4(0,1,1) M X=y—2=2
(b)ri(x-1)2=y=2z m: X=(3,0,1) +4(1,0,1) +1(2,2,0)
X=y+2z=0
(c) r: X =(0,1/2,0) + A(1,-1/2,0) + u(0,1.1)

22X+ y=-z-1=0

J

e




Capitulo 16 — Posicdo relativa de retas € planos — 195

g X—y=1

." @'“ X+ Yy=2

'é X=2y=0

(e) r: X=(0,0,0) +1(1,4,1) m X = (1,-1,1) + 4(0,1,2) + 1(1,-1,0)
f (Or: (x+28=y-1= (2433 1 3X—6y—2z=0

riX=(1,1,1) +4(2,m1) m: X =(0,0,0) + A(1,2,0) + p£(1,0,1)

Calcule m e n para que resteja contida em 7.

|

o,

| (16-9/ Calcule m para que rseja paralela a 7:
i

(@) r: X=(n2,0) + A(2,m,m) mx-38y+z=1
@r: X =(m3,n) +A(1,1,n) 7 nx—ny+mz=1

16-1 Para que valores de ma reta r: (x— 1)/m = y/2 = z/m é transversal ao plano z: X+ my + Z= 0?

16-12  Sejam r: X=(n,2,0) + A(2,m,n) e &: nx— 3y + z= 1. Usando, em cada caso, a informagdo dada,
obtenha condigdes sobre me n.

(a) re & séo paralelos. (b) re x séo transversais. (c) resta contida em 7.

| 16-13  Areta té paralela a Oxz, estd contida em : x+ 2y — =2, e é concorrente com S. Obtenha uma
equagao vetorial de t, nos casos:

@) s X=(21,1) +1(1,0,2) (b) s X=(2,1,1) +(0,1,1)

' 16-14 Nos itens do Exercicio 16-1 em que re s sdo reversas, obtenha uma equacao geral do plano que
contém re é paralelo a s.

POSICAO RELATIVA DE PLANOS

As possibilidades para dois planos 7, e 7, so: serem paralelos distintos, ou paralelos coinci-
dentes (isto é, iguais), ou transversais. Neste tGltimo caso, sua intersecéo € uma reta; no primeiro,
é vazia; e no segundo, um plano (r,N, = 7, = 7,). Assim, se voce obtiver, pelos métodos estuda-
dos no Capitulo 15, a interse¢do de 7, e 7,, poderd descrever a sua posi¢éo relativa. Vamos procu-
rar agora outros caminhos.

Quando os planos sdo descritos por equagdes na forma geral, podemos obter informacdes
sobre a posicdo relativa analisando os coeficientes dessas equagdes, como veremos na Proposicao
16-4. Para que vocé tenha uma idéia da praticidade do processo, eis alguns exemplos de como se
aplica essa proposi¢ao.

* Osplanos 7,: 2x =3y +2— 4 =0 e, 6x—9y+3z— 12 =0 sdo iguais, porque os coeficientes
2,-3,1,-4 e 6,-9,3,~12 sdo proporcionais.

* Os planos 7,: 2x -3y +z—-4=0em;: 6x — 9y + 3z + 5 = 0 sdo paralelos distintos, porque os
coeficientes 2,-3,1 e 6,-9,3 s@o proporcionais, mas os termos independentes, —4 e 5, ndo estdo

na mesma proporgao.




;58 (@ 7 y=1=0

© 2,2,4) (0,2,4) (2,2,0) (0.2.0
Pelo Coroldrio 14-22  « Daralek,; :0) T Y-2.4
ocorre COM 7, que tem, p°“anlo, e Z logo, ¢ Mosmo
forma y+ d=0, ? €Uaga0 gory, g
a
=1
15-9 X X=)
=2
(@) Y (b) S
2= —1 + SA
- Z=
(c) Aintersegao ¢ o plang !

Ty (igual a zz).
(d) Aintersegéo é vazig (

planos para|e|os, distintos)

1510 (2) AINIErSecao é a reta de equagsg y (325

)
)

b) Aintersegéo é vazig, )+ ‘(3-0,2).
)

(
() Aintersecdo é o Préprio plano T4, 1gual g 5
2-

©X=(452) 4
213:-1/3,2/3) oy ¢ =
15-12 N&o daremos a resposta deste exercicio, pel
O pardme
caminho

(d) Alintersecao é a reta de equags

1511 B= (2/3.218-113); C = ( 3

(2/3.5/3,~4/3)_

0 seguinte moti-

tro, e ¢ grande a
. diferente do seu
Istintas das syas (
¢Ges de pla

vo: ha muitas maneiras de eliminar
probabilidade de escolhermos um
e obtermos equagées totalmente g
(a), por exemplo, uma das equa NO que encontra-
mos foi 2x+ 5y + 3z—59 = 0). Um recursg para conferir seus
resultados é escolher dois pontos de re verificar se as suas
uas equagdes de plano obtidas.
0 sobre a Proporcionalidade dos

no item

coordenadas satisfazem as d
N&o se esqueca da condica
coeficientes.

15-13 (@) X=(2,3,1) + A(3,0,1) (b) X=(3,1,4) +2(0,1,3)
15-14 O ponto comum é P = (1,1,2) e o volume, 4/3.

15-15 X = (1,0,0) + A(—1 ,2,0). Se ndo fosse a condi¢cao “coordena-

das inteiras”, haveria trés solugdes.

15-16 U = (m,n,p) & paralelo a rse, e somente se, U é paralelo a 7,
€ a 7,; pela Proposigdo 14-21, isso equivale a
am+bn+c¢p=0 e a,m+ b,n+ c,p=0.

15-17 Michelle acertou os trés exercicios.

Capitulo 16‘.

16-1 (a) Paralelas distintas.
(b) Concorrentes em P = (1,-1,0).
(c) Reversas (d) Coincidentes (r= $).

(e) Concorrentes em P = (-2,6,~6).

(f) Concorrentes em P = (-2,2,-7).

(9) Reversas. (h) Reversas.

(b) m= 1

(d) Nao existe m.

m=1
(©) m é qualquer.
i ede .
(e) m é qualquer numero real diferente de O i
—7—1=
3x—4y—10z+3=0 (b) X—Z iy
(€) 4x—y-3z-4=0 ) 17x=7y

Respostas — 507

Note Que, em (d), as retas
nam um plano, pois
1644 gq M #2/3, ag rat

sdo coplanares mas nao determi-
ha infinitos planos que contém re s.

a8 sdo reversas, Se m = 2/3, sdo concor-
entes em p - (-9

~5,~13) e determinam o plano de equagao
2X~y~ 220,

16.5 < "
S‘.’ =2, as tetag g0 paralelas distint
Minam o plang

16-6 -
doi

as para todo m e deter-
M+ 1)x~ 3y + B-mz+2m-1=0.

-1.0U(n=2em¢3),0u(n¢2,n=-1 e m+n=5). Nos
S primeiros Casos, re s sio paralelas
10, sdo concorrentes.

187 (a) x—y_q_

distintas. Mo tercei-

0; re s s@o concorrentes em P = (1,0,0).
(b) Bx—ay_ 544~ 0; re s séo paralelas distintas.
168 (a) re z sa0 transversais; P = (1,0,-1).
(b) ré paralela a 7. (¢) resta contida em 7.
(d) rexsao paralelos.
(e) ré transversal am; P=(-1/9,~-4/9,-1/9).
() ré paralela a x,
16-9 2

16-10 (a) m=1,n=7.

() m=0, n=-1/3.
16-

11 Para qualquer valor ndo-nulo.
16-12 (a) m=n = +\7

16-13 (a) X=(3,1,3) +4(1,0,1)
16-14 (c) 4x-2y—z4+3=0

(®) m=n () m=n==N7

(b) Nao existe a reta t.

(@ 7x-M1y+3z+7=0
(h) Bx—4y+z+22=0

16-15 Se (u,v,w) é Ll ou (U,v,f) é LI, os planos s#o transversais. Se
(Uv,W) & LD e (,v,]) também & LD, entio os planos coinci-

dem se A pertence a =, e sdo paralelos distintos se A nao
pertence a x,.

16-16 (a) SZo iguais. (b) Sao transversais.

(c) Séo paralelos distintos. (d) Sao transversais.

(resolugdo rapidissima para (d): o vetor (1,0,3) é paralelo a
7, Mas N30 a y, pois 1-1 = 1.0 + 2.3 = 0).

16-17 (a) N&o existe m. (b) =5/2.

16-19 Os planos sao transversais, qualquer que seja m.

16-20 Se a,a, + b,b, + ¢,¢, = 0, entdo o vetor n, = (a,,by,¢y) é para-
lelo a 7, (Proposi¢do 14-21), mas nao é paralelo a z, (Exerci-
cio 14-34). Logo, 7, e m, sdo transversais. A condi¢ao nao é
necessdria; contra-exemplo: 7z,: x=0 e Tt X+ y=0.

16-21 (a) m: x—y+3z+3=0 ou TX—-Yy+3z-3=0

(b) m: x—y+3z-1=0
16-22 (@) x+z—-2=0

ou TX-=Yy+3z+1=0

(b) 3X-2y—3=0
16-23 y—z—-1=0
16-24 m: x+2y+2z2—-2=0

001)  (01.0) (200) ou
mX=2y+22+2=0

00-1) (01,00 (-2,0,0)

16-25 Nao existe (usando a equag&o do feixe, obtém-se « = g=0).
O motivo geométrico & que a reta N1, e a reta determina-
da pelos pontos (2,0,0) e (0,2,0) sdo reversas.

16-26 (a) Aplique a Proposi¢ao 16-10; mostre que @ = Q e divida

os dois membros de [16-4] por a. Unicidade: suponha




