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‘ E ‘;é. ‘ DISTANCIA ENTRE PONTOS

| Sejam A = (x,,01,2)) € B = (X,,,,2,). A distincia d(A,B) entre A e B ¢ UBAI. ou seja.

d(A.B) = (x, - )+ (O =y) + (2 - z) [20-1]

Exsnctclos 20-1 Calcule a distancia entre os pontos P e @, nos casos:

202

Exercicio
Resolvido

(a) P=(0,-1,0), Q= (-1,1,0). (b) P=(-1,-3,4), Q= (1,2-8).

Obtenha os pontos da reta r: 2y + z= x+ y = 2 que distam 3 do ponto A = (0,2,1).
Scjam A = (x,,y,,2)) € B = (x,,,,2,) pontos distintos. Prove que o lugar geométrico dos
pontos X de E* que eqiiidistam de A e B é um plano perpendicular ao segmento AB,
que contém o seu ponto médio (veja a Figura 20-4). Esse plano é conhecido como
plano mediador de AB.
A
X £ M
"
B
Figura 20-4
Resolugao

Este exercicio generaliza o Exercicio 17-13. Um ponto X = (x,y,2) pertence ao lugar
geométrico se, e somente se, d(X,A) = d(X,B), o que equivale a

E-x)P+ G-+ @-2) = (-0 + -1’ + @)
Desenvolvendo e simplificando, obtemos
20, - x)x + 200, = y)y + 2z —2)z+ (F+ ¥yt + 2 - x5 —yi —23) =0
que é equagiio geral de um plano 7, pois A e B sdo distintos e, portanto, a0 menos uma

das diferengas x, — X, Y, — ¥1» 22 — 2, é ndo-nula. Além disso, um vetor normal a esse
plano é 2(x, — x,,, - Y122 — 2,), ou seja, 24B. Logo, o plano € perpendicular a AB. <«
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Como foi visto no Exercicio Resolvido 13-6 (b), 0 ponto médio de AB é

M=[Xt5 Nty 21+
2 2 2

Substituindo suas coordenadas no primeiro membro da equagio de 7, obtemos

(= x)0 + ) + 0= )N+ ) + (@~ 2)@ + ) + (G + Y]+ 4 -G -ys - 2) =
R-x+)-Yi+a-d+ 0+ +4-8-)-A)=0

Portanto, M pertence a . <«

t 20-3 > Qual é o lugar geométrico dos pontos que equidistam de A = (1,0,0) e B = (-1,1,0) e também d=

C=(0,2,0) e D=(0,0,0)? Descreva-o por meio de equagdes.

20-4 ') Obtenha os pontos da reta rque eqtidistam de A e B e comente as peculiaridades geométricas

de cada caso.

(@ rx-1=2y=z A= (1,1,0) B=(0,1,1)
(b) - X=(0,0,4) + A(4,2,-3) A=(22,5) B=(0,0,1)
(©) r X=(23-3) +4(1,1,1) A=(1,1,0) B=(2,24)

Descreva o lugar geométrico dos pontos do plano x que equidistam de A e B e comente as
N peculiaridades geométricas de cada caso.

(@) &: X=(1,0,0) + 1(1,2,1) + u(2,3,2) A=(1,2,2) B=(22-1)
(b) m:2x+2y—-2z=0 A=(0,1,1/2) B=(23,-1/2)
() m: x-3y+2z=0 A=(1,4,0) B=(3,-2,2)

20-6 Prove que o lugar geométrico dos pontos de E* que equidistam de trés pontos dados, A, Be C, &
(a) uma reta perpendicular ao planc ABC, se os trés pontos ndo sdo colineares;
(b) o conjunto vazio, se A, Be Cséo colinearese A= B# C# A;
(c) um plano perpendicular & reta que contém A, B e C, se (apenas) dois desses pontos coin-
cidem;
(d) o espago E°, se A= B=C.
(Este exercicio generaliza o Exercicio 17-18.)

&)

e e A b e e e e e Bttt st S

Obtenha equagdes do lugar geométrico dos pontos de E® que equidistam de A, Be C e determi- 3

ne as coordenadas do circuncentro do triangulo ABC, nos casos:
(@) A=(0,2,1) B=(22-1) C=(-2,03)
(b) A=(3,0,1) B=(21,0) C=(4-12)
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Primeiro modo (algébrico) Pelo que vimos no item (a), o ponto procurado
corresponde ao menor valor atingido pelo trindmio A* - 24/3 + 1/6 quando 1
percorre [0,1], e € obtido para A = 1/3. Trata-se do ponto Q = (0,2,1). <«

Segundo modo (geométrico) O ponto procurado é Q, projegio ortogonal de P
sobre a reta AB, caso Q pertenga ao segmento AB. Se nio pertencer, o anel deve
ser colocado na extremidade de AB mais préxima de P.

Como Q pertence a reta AB, podemos escrever Q = A + AAB = (2 - 61,61,61 - 1).
Portanto, PQ = (=64, 64 - 3,61 — 3) e, impondo a condigio AB-PQ = 0, obtemos
—6(~64) + 6(61 - 3) + 6(6A —3) = 0, ou seja, A = 1/3. Entdo, Q = A + AB/3 pertence
ao segmento AB, pois 0 < 1/3 < 1. O ponto procurado é Q = (0,2,1). «

@mxctcxos Determine o ponto do segmento AB que esta mais préximo de P, e o que esta mais afastado.

5

— (a) A=(-2,3,3), B=(2,-1,-1), P=(~4,1,0). (b) A=(1,2,-3), B=(4,50), P=(1,0-4).
(c) A=(2,34), B=(1,1,2), P=(2~6,5). (d) A=(5,1,-2), B=(3,3,0), P=(1,0,-2).

20-9  Sejam p um nimero real positivo, A e B dois pontos tais que d(A,B) = p, e n, um nimero real
qualquer. Prove que o lugar geométrico dos pontos X de E tais que d{X,A)Y — d(X,B)*> = n é um
plano perpendicular 20 segmento AB, cuja intersecdo com a reta ABou é o ponto Bou é o ponto

p?+n

que divide (A,B) na razao
p*-n

(para recordar este conceito, volte ao Capitulo 5).

© | DISTANCIA DE PONTO A RETA

e

Como j4 comentamos no inicio deste capitulo, um modo de obter a distancia d(P,r) do ponto

P areta r é determinar Q. projecdo ortogonal de P sobre 7, e calcular d(P,Q) (Figura 20-1 (a)).
Vamos apresentar agora uma alternativa que dispensa o conhecimento de Q. Sejam A e B dois
pentos quaisquer de r, distintos. A 4rea do triingulo ABP € IIAPAABII2; logo, se h é a altura
relativa ao vértice P (Figura 20-6), entdo IlABIIA/2 = ILAPAABI/2 e, como h = d(P,7),

WAPAABI
d(P, r) = W‘

Indicando por 7 o vetor AB, que é um vetor diretor de r, obtemos

NAPAFIl

d(P,r)=—=
Bn===

[20-2]

em que 7 é um vetor diretor e A é um ponto de r, ambos escolhidos arbitrariamente.
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Figura 20-6

Exercicio Calcule a distancia de P = (1,1,~1) a intersegdo de i x—y=lem: x+y—-2=0.

Resolvido
' Resolugao

Dando a x o valor () nas equagdes de 7, e 7,, obtemos o ponto A = (0,-1,-1), que

pertence a r; dando o valor 1, obtemos B = (1,0,1). Logo, r=AB=(1,1,2) é um vetor

diretor de r e AP = (1,2,0). Substituimos em [20-2]:

I(1,2,00A(1,1.2)]| _ JI4-2-DIl _ N14 <

1(P,r)=
e I(1,1,2)] 3 2

m‘cfc,os Calcule a distancia do ponto Paretar.
(@) P=(0,-1,0), n x=2y—-3=2z-1. (b) P=(1,01), r: x=2y =3z

q“
=y
b

&)

() P=(1-14), . (x=-2)4=yl(-3)=(1-2)/2.  (d) P=(-2,0,1), i X=(1,-2,0) + 1(3,2,1).

Obtenha os pontos da intersegao dos planos x,: X+ y =2 e 7, X= y+ zque distam V14/3 da reta
sx=y=z+1.

20-12 J A diagonal BD de um quadrado estd contida em r: x—1 = y— z= 0. Sendo O um dos vértices,
determine os outros trés.

. Obtenha os pontos da reta r que eqiidistam das retas s e t:
: tx-2=z=0

9

: (@rx-1=2y=z ssx=y=0

by nx=y=2z s: X=(1,0,0) +4(1,1,0) t: X=(0,0,1) + A(1,0,-1)
@ Verifique para quais pontos X da reta ra érea do triangulo ABX é a menor possivel e comente as

peculiaridades geométricas de cada caso.

(a) A=(2,3,1) B=(7,1,5) r: X=(-4,6,1) +1(1,2,2)

(b) A=(1,0,3) B=(2,1,2) r2x—-y+z=0=x+z-1

(c) A=(2,0,0) B=(3,1,0) r X=(3,1,8)+1(1,1,2)

(d) A=(3,2,1) B=(0,1,2) rx=2y-z=y-2z+3

Exercicio Obtenha uma equagdo vetorial da reta r que dista V20/3 do ponto P = (1,0,1), estd
Resolvido contida em 71: x - 4y + z =0 e é paralelaa s: X = (1,1,0) + 4(2,1,2).

TR PN s SRS WA O
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¢ 7yt 2y = z = |. Portanto, a transformagio do sistema das equagdes [20-3] e

[20-4] em [20-5] corresponde & substituigdo da superficie S pelo par de planos 7,
e 7T, sem afetar a intersegdo: #NS = 7N(x,U,). Veja a Figura 20-7 (b).

xsnctcros : Obtenha uma equagéo vetorial da reta r que dista 1 do ponto P = (1,2,1), & concorrente com

s X=(-1,1,1)+A0,~12) e paralelaa t: 2x— z=1=y=2,

Obtenha uma equagao vetorial da reta r contida no plano z: y = z, sabendo que a medida angular

entre re s: X'=(1,1,2) + A(1,-1,0) é 60° e que rdista 1 do ponto P = (1,0,0).

20-17 » Mostre que o lugar geométrico dos pontos de E° que equidistam de r: x = y=z,s:x-z=y=0e
A=(1,0,1) é a reunido de duas retas paralelas, e obtenha equagdes dessas retas.

20-18  Mostre que o lugar geométrico dos pontos de F? que equidistam das retas r: x + y-1=z=0e
§.x+z-1=y=0éareunido de dois planos transversais, e obtenha equagdes desses planocs.

. ' Descreva o lugar geométrico dos pontos de E* que eqidistam das retas r- x— 1 = y+2z=3,
: §:3X+y+zZ=x-y-z=0etx—y=x+z=1+2

Exercicio = Deduzaa férmula [20-2] usando o fato de que existe um tinico ponto em r cuja distin-
Reésolvido ciaa P éigual a d(P,7).

Resolugédo

Sejam A um ponto de r, distinto de P, e » um vetor diretor. Indiquemos d(P,r) por d, e

seja @ o (inico) ponto da reta tal que d(P, Q) = d. Entdo existe A real tal que Q =A + Ar,
e portanto:

d*=IQPIP = IlAP - AFIP = IIAPIP - 2(7-AP)A + A7 1P
Logo,
IFIPA? = 2(F. AP)A + IIAPI? — d* = 0

Como @ € o tinico ponto de r tal que d(P, Q) = d, esta equagdo de segundo grau em 4
tem uma tinica solugdo ¢, portanto, seu discriminante é nulo:

A = 4(F. AP - 4IFIPLAPIP - d?) = 0
isto é,

g2 < FIPUAPIF — (7. AP)
1P

[20-6]

O vetor AP niio é nulo, pois A # P; logo, podemos considerar a medida angular 6 entre
r e AP. Entdo, devido a [20-6] e & ignaldade 1 - cos®0 = sen’6),

.Lz_\_/..::.. 5
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Exercicio
Resolvido
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Bolxercictos Calcule a distAncia do ponto P ao plano .

(a) P=(0,0,-6) nxX=2y~22-6=0

(b) P=(1,1,15/6) A AX=0y+ 122421 =0

(c) P=(9,2~2) m X =(0,-5,0) + A(0,5/12,1) + 2(1,0,0)
(d) P=(1,1,1) mMm2x=-y+27-3=0

Calcule a distancia do ponto de intersegéo de r e s ao plano determinado por te h, sendo
r: X=(1,3,4) +4(1,2,3) s X=(1,1,0) + A(-1,0,1)
t: X=(0,1,0) + A(0,6,1) hx=y-6z+8=2x-3

As retas r, s e tdeterminam, com o plano s, um tetraedro. Calcule a altura relativa a face situada
em x, sendo

mX+y-z+1=0 rnx=y=z+1 six-y=z+1=0 Lx—-y-z=1+x=1

Mostre que os pontos A = (-2,0,1), B = (0,0,-1), C=(1,1,1), D= (-2-1,-2) e E = (1,2,2) sdo
vértices de uma pir@mide e calcule seu volume.

Calcule a distancia do segmento PQ ao plano z: 2x - 2y + z— 6 = 0, nos casos:
(@) P=(1,0,0), Q= (2,3.2). (b) P=(2,1,5), @=(1,1,1).
(€) P=(3,0,-1), Q= (-1-2,3).

Obtenha os pontos da reta r: x=2 - y = y+ z que distam V6 do plano z: x—2y—z=1.

Determine os pontos da reta r que equidistam dos planos 7, e 7,.
(@ rX=(01,1)+A(1,1,2) - i X+2y—2z-3=0 My X—y+2z=1
b)rx—-1=2y=2z 7y 2x—3y—4z-3=0 . 4x—-3y—-2z+3=0

Obtenha uma equacdo geral do plano 7 que contém aretar: x—y=x+2z=x+ze
dista 2 do ponto P = (1,0,2).

Resolugéo
O sistema de equac¢des que descreve r € equivalente a

y+2z=0
z=0

(equagdes na forma planar). Como 7 pertence ao feixe de planos que contém r, uma
equagio geral de or tem a forma

ay+ (2a+p)z=0 [20-9]

em que « ¢ f3 nfio siio ambos nulos. Aplicando [20-8], obtemos
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0.1 3 Observacao A caracterizagio feita no l:\cr'c‘fcm Resolvido 20-10 permite escrewes .
Tramp—— dos planos bissetores com facilidade, sem recorrer a medidag angujaro« -
condigiio d(X, 1)) = d(X,71,) a um ponto genérico X = (x,y,z). Por exerrp’
wem equagdes gerais 2x =2y = z~4=0cdx -3z 4\ =0, d(X, 1) =d(X, 7 =

Rx-2y—z—41 _x-3z+1l
3 5

isto €, 22x— 10y — 14z - 17 = 0 ou 2x + 10y — 4z + 23 = 0. Logo, estas duas dltimas sio
equagdes gerais dos planos bissetores dos diedros determinados por 7, e 7,.

XERCICIOS Descreva o lugar geométrico dos pontos de E* que equidistam dos planos z,: x + y—-z=0,
‘ Ty X—y—Z-2=0eagx+y+2z=1.

Descreva o lugar geométrico dos pontos de E® cujas distancias a ,: 2x— y + 22— 6 = 0 530 0s
dobros de suas distancias a 7,: x+ 2y—2z+3=0.

20-35

(a) Obtenha equagdes gerais dos dois planos bissetores dos diedros determinados pelos pla-
nos a,: x—-2y+2z—-1=0emx,: 4x+3y=0.

«?
(b) Confira o resultado obtido no item (a), mostrando que cada um dos planos encontrados
contém a reta N, e forma &ngulos congruentes com x, e x,.

(c) Verifique que os planos bissetores sdo perpendiculares.

20-36  Obtenha uma equagédo geral do plano bissetor do diedro agudo determinado pelos planos
i X=2y+3z=0eum,: 2x+ y-32=0.

20-37 Um dos diedros determinados pelos planos ;: x+ 2y—2z—1=0e x,: 2x+ y+ 2z+ 2 = 0 contém
a origem O = (0,0,0). Obtenha uma equagao geral do seu plano bissetor.

——

"8 DISTANCIA ENTRE RETAS

A distincia d(r,s) entre as retas r e s pode ser calculada, como ji foi dito, com o auxilio de
uma reta r perpendicular a ambas: se 1 intercepta r e s em P e Q, entdo d(r,s) = d(P,Q). Sempre
existe a reta 1: se r e s siio paralelas, hd infinitas, e se » e s s30 concorrentes ou reversas, £ ¢ unica
(Figura 20-2). Vejamos agora como é possivel calcular d(r,s) sem conhecer ¢, P e Q; vamos consi-
derar separadamente trés casos.

* re s sdo reversas. Existe um tnico plano 7 que contém r e ¢ paralelo a s; s¢ B ¢ um ponto
qualquer de s, entiio d(r,s) = d(B,7) (Figura 20-10). Um vetor normal a zr ¢ ras; escolhendo um
ponto A qualquer de r e aplicando [20-7] para calcular d(B,x), obtemos

o7} = li!_lf-*r,\sl

- - ol
lrasil

[20-10]
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“ ﬁ\tacrcms Calcule a distancia entre as retas re s.

j :X=(2,1,0)+).(1.—-1.1) SX+y+2=2x-y~-1=0
[ (b) 72 (x+4)/3 = y/4 = (2 + 5)/(-2) s X=(21,-52) + A(6,-4,-1)
@r y=382-2=08x+1 53x-22+83=0=y-z-2

(d) r:(x=1)/(-2)=2y=2 s: X=(0,0,2) + A(-2,1/2,1)

(@r;x:(y—sy2=z—2 sx=-3=(y+1)2=2-2

! = Sendo r: X = (1,0,2) + 4(0,0,2), s: X = (-1,0,1) + A4(1,1,0) e t: X = (0,0,0) + A(1,-1,0), calcule a
: distancia entre r e a reta perpendicular comuma se t.

Exercicio ~ Sejam re s retas reversas, e ¢ a reta perpendicular comum a elas; indiquemos por P e
Resolvido Q. respectivamente, os pontos de intersecéio de f com r e 5. Mostre que, quanto mais
s préximo um ponto de r estiver de P, mais proximo ele estard de s.

Resolugédo

Seja X um ponto genérico de r. Considere o sistema de coordenadas de origem P e
base B = (1.,k) definida assim (acompanhe na Figura 20-11): 7 € unitério e paralelo a
r, k é o versor de PO e j = kal (B é ortonormal, positiva). Em relagdo a esse sistema,
podemos escrever: P = (0,0,0), 0 = (0,0,c), X = (x,0,0). Seja s um vetor diretor unitdrio
de s; em relacdo a base B, s = (m,n,0), pois s-k = 0. Entdo

AV o2
d*(X.s) = ”—QIE%" = [|(x,0,~O)Amn,0)|P = [I(cn—cm,m)||* = ¢*n* + Em* + xX'n’

Logo, quanto mais préximo X estiver de P, menor serd x* e, portanto, menor serd

dX,s). <«
t
\z
Q \5‘
Ak s
o=pl y
7
. 5 .
r
Figura 20-11

20-40 Calcule a distancia do segmento AB a reta s, nos casos
(a) A=(1,1,0) B=(21,1) s X=(-1-16) +4(1,4,3)
(b) A=(2,3,0) B=(-1,0,6) s X=(0-3,~1) +A(1,-1,0)

AxERcicio
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X0 Exercicio Obtenha uma reta r que contém o ponto A = (1,1,2), ¢ paralela a 7: x - y+2:-4=0
S pesolvido ¢ dista V2 dareta s: X = (3,1,1) + A(4,1,~1).

Resolugdo

J& conhecemos um ponto de r (0 ponto A); falta-nos um vetor diretor 7 = (m.n.p).
Como r ¢ paralela a 7z, o produto escalar de » por (1,-2,2), que é um vetor normal 2 7.
¢ nulo. Portanto,

m-2n+2p=0 [20-11]

Devemos ser cautelosos ao utilizar a informagdo d(r,s) = 1/\5, pois ndo sabemos se r
¢ ou ndio € paralela a 5. Vamos considerar as duas possibilidades.

Primeiro caso Suponhamos que a reta procurada nio seja paralela a 5. Entdo, rFas # 0.
¢ podemos aplicar a férmula [20-10] usando os pontos A = (1,1,2) de re B=(3,1,1) de
s, € 0s vetores 1 = (m,n,p), paraleloar, e s= (4,1,-1), paralelo a s:

L - I(210'_1 )'(man!p)/\(4) 1 ’_I)I [20'12]
2 flomap)a@é 1D
Como
(Z,Oa—l)'(m»n’P)/\(4,1,“l) = (2,0,—1)'(—71 -pm+ 4p1m - 4n)
=-m+2n-2p-
' =—(m-2n+2p)

e, devido a [20-] 1], esta tltima expresséo € igual a 0, [20-12] torna-se 1N2=0,0 que
significa que ndo existe solugdo neste primeiro caso.

Segundo caso Se r for paralela a s, o que nos impede de aplicar a férmula [20-10],
entdio r: X =(1,1,2) + A(4,1,-1). Devemos verificar se esta reta satisfaz as condigdes do
enunciado, para aceitd-la ou nao como solugéo. Ela contém o ponto A e € paralela a
(pois (4,1,-1)«(1,-2,2) = 0). Quanto a sua distancia a s,

WABAsI _ 122 _ 3 _ 1
sl V18 W2 2

d(r,s) =d(A,s) =

Aretar: X=(1,1,2) +A(4,1,-1) é, portanto, a tinica solugio (e ndo pdde ser obtida por
aplicag@o da férmula [20-10]). <«

xr-:xiclcxos 20-41/ Determine a reta r que contém o ponto A, é paralela ao plano « e dista d da reta s.
' ‘ (a) A=(1,3-1) mX+Z=2 S X=Z=y+2=2z-x+4 d=3

(b) A=(1,2,0) wx+y+z=1 s X=(0,32) +1(1,1,0) d=2

(20-42/ Obtenha uma equacéo vetorial da reta r que contém A = (0,0,3), esta contidaem z: x+ 2=3 ¢
" dista 3 de Oy.

Lol
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Dadas asretas  X=(0,0,1) +A(1,10) e s: X= (2,0,1) + 2(0,0,1), e os pontos P = (1.0.1) e
: Q=(2,1,1), obtenha uma equagéo vetorial da reta que contém P, é concorrente com re eqiidis-

20-45

. 20-47

20-48

20-50

20-51

- ﬁ
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d(s,1) = d(P,s) = [OPAS _ 0,1LDAQLO) _ o
sl "(0’]’0)” “( I.0.0)L =1

Areta r X=(0,1,1) +A(0,1,0) &, portanto, uma segunda solugio (e nio pdde ser obtida
por aplicagio da férmula [20-10)). <

tante de Qe s.

Obtenha uma equagao vetorial da reta que contém a origem, dista 2 de s: X = (0.1,2) + 1(0,1,0)
e forma &ngulos congruentes com t: X = (1,1,2)+2(1,-1,0)e b X = (2,3,-1) + A(1,1,0).

Obtenha uma equacgéo vetorial da reta que contém o ponto A = (1,1,1), esta & distancia 1/v2 de
s. X=(0,1,0) + 4(0,0,1) e forma com z: 2x— z= 0 um &ngulo cujo co-seno é V7/15.

Obtenha uma equagdo vetorial da reta que contém o ponto A = (2,1,4), forma &ngulo de 45° com
areta t, e dista 6 da reta s, sendo

X==24+2] X==24+2
|
|
.4 y=1+24 s:4 y=3 |
Z2=4 Z=8+24

Obtenha uma equacéo velorial da reta r que dista 1 do eixo das abscissas, est4 contida no plano
7y: x+ y =0 e forma angulo de 30° com o plano x: y- z = 1.

» Descreva, em cada caso, o lugar geométrico dos pontos X de E tais que a distancia entre a reta

r: X=(32,1)+4(0,1,2) e a reta s determinada por B e X seja 3.
(a) B=(0,2,1) (b) B=(0,0,2) (c) B=(3,1,0)

Participando do “Show do Milhdo", Angelique ouviu do apresentador:

“Préxima pergunta, valendo R$ 100.000,00: a reta r contém o ponto P = (0,0,2) e é paralela ao
plano Oxy. Diga qual das altemativas ndo pode ser a distancia de rareta s: X=(1,2,1) + 7(0,1,0):

(A) 1V2 (B)V2 (C)1 (D)2/42

Angelique, vocé tem trinta segundos para a resposta.”
Se Angelique pedisse ajuda aos universitarios e vocé fosse um deles, que alternativa indicaria?

Interprete o segundo membro de [20-10] como:
(a) quociente de um volume por uma area;
(b) comprimento da projegao ortogenal de um vetor sobre outro.

i
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1828 Duas aiugles XN = (=1,3,~1) 4 A(2,2,1)
N = (=1,3.-1) + 1(46,86,~17)
1323 Duas sdlugdes X = (0,1,0) + 2(1,-2,1)
X=1(0,1,0) + A(83,-523,134)

Use a téenica do A para determinar o ponto de intersecéo das
tasre s

a

18.28 Duas solugdes: x+ y+52-4=0e7x-2y—-z+8=0.

18-27 Use [9-12]. A Figura R-19-27 ilustra, num caso particular, a
afiracao feita no enunciado; vocé se lembra dos casos de
congruéncia para triangulos retangulos?

=T
r & “=2
y 6
T
Figura R-19-27
19-28 (a) arccos(2/\/66) (b) arccos(1/¥3) (¢) w/4

19-29 (a) Duas solugles: 2x—3y+2z-5=0e3x~y—-2z-4=0.
(b) Duas solugdes: x+ y+zZ—-8=0ex-y+z-8=0.

18-30 Trés solugdes: x+z=0,x~-z=0e x+4y+z=0.

18-31 arccos(9/V95)

18-32 Duas solugdes: x+ y—-2=0ex—y—-1=0.

19-33 Duas solugdes: x + V5y + V2z—2-2V5 =0

x=V5y+V2z-2+2V5=0

19-34 (a) Sim. (b) Sim. {c) Nao. _

19-35 E o segmento de extremidades A = (-2,-4,-2) ¢ B=(1,2,1),
que pode ser descrito por X'= (0,0,0) + A(1,2,1),-2 < A <1.

19-36 Somente .

19-37 (a) E um tridngulo; um dos vértices é D e os outros dois s&o
pontos interiores as arestas ABe BC.

(b) E o ponto A.
(c) E um quadrildtero cujos vértices sdo interiores as ares-
tas AB, AC, BD e CD.

(d) Eum tridngulo de lado AB cujo terceiro vértice é interior &
aresta CD.

(d) E aface BCD.

Verifique quais pares de vértices do tetraedro sao separados
por 7 e tire conclusdes.

13-38 (a) E o ponto Q. (b) (4/3,1,1/3) (c) (5/4,3/4,1/4)

Se P e Qs&o separados por x, ou se aperas um deles per-
tence a , entdo, pela propriedade triangular (em qualquer
tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados é maior
que o comprimento do terceiro), o ponto procurado é o ponto
o= Intersacio de 1 com a reta PQ. Se P e Q pertencem ao
mesmo semi-espago aberto de origem st @ A é o ponto simé-

trico da () em relagdo a #, a troca da O par A no enunciado

nAo afe's a rasposta. Recai-sa, assim, no caso anterior. Fi-

nalmente, sa P e O pertencam ambos a -, as solugdes sio

os pontas do sagmento PO.
19-39 (a) (23/3,7/3,~1/3)

(c) Eoponto Q.

(b) (~13/4-9/4,~7/4)

Se P e () pertencem ao mesmo semi-gspago aberta de orl-
gem o e a reta PQ ndo é paralela a 7, ou se apenas um
desses dois pontos pertence ao plano, entdo o ponto procu-
rado é aquele em que a reta PQ intercepta x (porque o com-
primento de um lado qualquer de um lridngulo é maior que o
médulo da diferenga entre os comprimentos dos outros dois).
Se a reta PQ é paralela a x, o valor mé&ximo nao é atingido
(veja o Exercicio Resolvido 19-14). Se P e Q sdo separados
por z, trccamos Q por seu simétrico em relagdo ao plano;
isso ndo afeta a resposta, e recaimos no caso anterior. Final-
mente, se Pe Q pertencem a i, ha infinitas solugdes: sdo os
pontos da reta PQ que ndo sdo interiores ao segmenta PQ.

Capitulo 20

20-1 (a) V5 (b) Y173

(209202 ¢ (02-2).
(20-3E a reta de equagio vetorial X = (1/4,1,0) + 1(0,0,1), interse-
¢ao dos planos mediadores de AB e CD.

a) N&o existem tais pontos, pois r é paralela ac plano me-

diador de AB.

{b) Qualquer ponto de r é solugéo, pois r esta contida no
plano mediador de AB.

(c) E o ponto (5.6,0), em que rintercepta o plano mediador
de AB.

a) Earetar: X= (3/2,1,1/2) + 2(0,1,0), pois o plano media-

dor de AB e 7 sdo transversais, e sua interse¢do é r.

(b} E o conjunto vazio, pois o plano mediador de AB e x sio
paralelos distintos.

(¢) E o plano =, pois este é o plano mediador de AB.

20-6 Um ponto X pertence ao lugar geométrico se, e somente s2,
X equidista de A e B, e também de Be C. Entdo, se A = Be
B = C, o lugar geométrico é a intersecdo des plancs media-
dores de ABe BC.

(a) Os mediadores s3o transversais, pois seus vetores nor-
mais AB e BC sdo LI. Logo, o lugar geométrico & uma
reta paralela ao vetor ABABC e, portanto, perpendicular
ao plano ABC. Ela intercepta o plano AEC no circuncentro
do tridangulo ASC (centro da circunferéncia que contém
os vertices).

(b) Os planos mediadores sdo paralelos, pois (A8, BC) é LD,
e distintos, j& que o ponto médio de A8 pertence a um
deles o ndo ao outro.

(c) Supenha, por exemplo, que A= C = B. Os planos media-
dores sdo iguais, pois (AB,BC) é LD, e o ponto médio de
AB, que é também ponto médio de BC, pertence a ambos.



(a) 0O lugar geométrico é a reta r: X=(0,-3~1)4+4(1,0,1),00

circuncentro, (1,-3,0).

(b) O lugar geométrico é 0 conjunto vazio (A, Be Csio coli-
neares, distintos dois a dois); ndo existe o triAngulo.

@ (a) Mais proximo: (-1,2,2); mais alastado: B.
" (b) Mais préximo: A; mals afastado: B.
(c) Malis proximo: B; mals afastado: A.
(d) Mais proximo: (4,2,-1); mals afastados: AeB.

20-9 Siga os passos do Exercicio Resolvido 20-1, ao qual se re-
duz esta quando n=0.

(200) (a) 5 (b) V3417
@ (2,0,2) e (0,2,-2).
@EID(1LIN2IN2)  (1-IN2-1N2)  (2,0,0)
Caleule d = d(O,r) e determine os pontos de r que distam
dv2 de O. Vocé também pode resolver este exercicio usan-
do medidas angulares (compare com o Exercicio 19-9).
3 (a) (1,0,0) e (19/3,8/3,16/3).
(b) (0,0,0) e (1,1,1).
0-14 YComo a base de todos os tridngulos é a mesma, estamos

interessados em que a altura seja minima: use a técnica do 4
para obter o ponto de rmais préximo da reta AB.

(c) Y270/29 (d) 31077

(@) (-5,4,-1); re AB sio retas reversas, e por isso o ponto
procurado € tinico.

(b) Qualquer ponto X de ré solugdo (os triangulos ABX tém
todos a mesma &rea, pois re s sdo paralelas distintas).

(c) Nao existe X, porque as retas re AB sdo concorrentes
em P = (-1,-3,0) e, quanto mais préximo X estiver de P,
menor sera a area do tridngulo ABX.

(d) Nao existe X (as retas re ABsdo coincidentes e, portan-
to, nao existe nenhum tridngulo ABX nas condigdes do
enunciado).

do duas solugdes:
X=(-1,3-3) +1(1,0,2) X=(-1,17/9,~7/9) + A(1,0,2)
Use 2 técnica do A para determinar o ponto comum a 7€ S.
-16’ Quatro solugdes:
X=(0,0,0) +4(0,1,1) X =(2,0,0) +(0,1,1)
X=(4,0,0)+21(4,1,1) X=(-2,0,0) +4(4,1,1)

Obtenha inicialmente um vetor diretor de r; a partir dai, a re-
solugéo é semelhante & do Exercicio Resolvido 20-4.

20-17 O lugar geométrico & a reuniéo das retas de equagdes veto-
riais
X=(0-2+6,2) +4(-1,0,1) X=(0-2-6,2) +A(-1,0,1)
20-18 O lugar geométrico é a reuni@o dos planos

niy=2 M 2X=-y—-2=2
@0 lugar geométrico é a reta h: X = (1/2,0,11/2) = 2(0,1.-1).
(ﬁ@‘a’ 2 (b) 712 (c) 9413 (@ 0
20-22 6/N41

(io-z:g\ 213
—— %

@a) 413

Respostas — 513

20-24 MNocd deve mostrar que quatrs 4203 pontos ¢aos s20 vértices

de um quadrilatero plano, corvers hate 2a clirdme

o ponto restante nio perterce ad plans 9o qualiats

03 Exerclcios 13-12 @ 13-12 Fara cacusr o vaume qus é
4/3, Identifique as diagonais da taze Erxsrcco 1313 chi e
decomponha convenientemente a grirmcs em o008 fatras.
dros.

(b) O

Uma resolugo elegante: se PG//x, 2 dstirma de 720«

() 13

no é d(P.x); se POfn e nndosepara Fe O 2 cstirca s o

menor dos numeros d(Pxt) e d(Q.7): 52 7 382372 F = 0 =

distancia é 0.

@26X-35-8) € (9-7.16).
20-27 (a) (2/5,7/5,9/5) e (-2/3,1/3,-1/3).
(b) (3,1,2) e (-1,-1,-2).
20-28 (a) x+z-2=0.

(c) Existem dois planos: i: y+z—1=0ea x-y-1=
Interpretagdo geométrica: a distancia de Pa ré v2: Iog
no caso (a), d(P,r) = d(P,) e o Exercicio Resolvido 20-=
mostra que x é perpendicular a reta que contém Pe &
perpendicular a r (por isso, é Unico). No caso (b), a exis-
téncia de 7 ira contrariar o resultado do Exercicio Resol-
vido 20-9.

20-29 Duas solugdes: 6x+6y—7z+11=0ez+1=0.
20-30 3x+y+2z-2=0
20-31 Duas solugdes: z—1=0e x+y+2z—4=0.

(b) Nao existe .

L

O

20-32 Para ver que ndo vale a reciproca, pense em um segmento
PQ paralelo a .

O lugar geométrico é reunido de quatro retas, de equagces
vetoriais

X=(0,-1,1/2) + 4(1,0,0) X=(3/2,-1,0) + A(0,0,1)
X =(3/2,0,1/2) + 4(0,1,0) X=(0,1/2,-1) + 2(1-1.1)
Elas sdo as intersegdes dos bissetores dos diedros csizm-

nados por x; e 1, com os bissetores dos diedros detamina-
dos por 7, e ;.

e 5y—6z+ 12 = 0 (cuja intersegdo € a reta .7 =,

20-35 (a) 7x+ 19y—-10z+5=0 ] 17x=-y=10z-3=0

20-36 x+3y—6z=0.Se ), e 6, sdo as medidas an
© 0s planos bissetores, o plano procurace
maior dos nimeros cosf, e cos¥; (p0is O T
cente em [0,71/2]).

20-37 3x+3y+1=0

B,. 0 que esta mais proxime ¢2

cessariameants, 0 plano procur
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Tomts &) emtio 7, é o plano procurado. Senfio, o plano pro-

. ﬁZ
a
Figura R-20-37
20-7/\’2—6 ®) 13 @4/% (d) V&1727
DsV30/6
139, V1072
20-40 (a) V486713 (b) 3V3

Adistancia pedida & d(M,s), em que Mé o ponto de AB mais
préximo de s. Seja rareta AB. Pelo Exercicio Resolvido 20-14
(e com a mesma notagéo), M é o ponto de AB mais préximo
de P. Logo, M= Pse P pertence a AB; caso contrario, M= A
ou M= Be a distancia pedida é o menor dos ntimeros d(AP)
e d(B,P).

( fzoiu Xa) r: X=(1,3-1) +A(-1,0,1)
(b) Duas solugdes: r: X = (1,2,0) + A(1,-1,0)
) r X=(1,2,0) + A(1,3,-4)
0-42) X = (0,0,3) + 1(0,1,0)
2043 X=(1,0,2) +A(1,3,1)
@ Duas solugdes: X = (1,0,1) + 1(0,1,0) e X= (1,0,1) + A(2,1,0).
2045 Duas solugbes: X = (0,0,0) +2(1,0,0) e X= (0,0,0) +4(0,1,0).
@ Quatro solugdes:
X=(1,1,1) + 2(5,5-2) X=(11,0)+2(11-2)
X=(1,1,1) + A(5-5-2) X=(11,1)+1(1-1-2)
20-47 Duas solugdes: X= (2,1,4) +A(1,4,-1) & X=(2,1,4) + A(1,0,1).
20-48 Quatro solugdes:
X=(-22,1) + 1(1,-1,0)
X =(0,0,¥17) + 2(-1,1,4)

X=(0,0,-1) + 2(1,-1,0)
X=(0,0-17) + 4(~1,1,4)
Usando o fato de que resta contida em m, & forma angulo de
30° com i, vocé pode obter um vetor diretor: r= (1-1,0) ou
r=(-1,1,4), ou maitiplos escalares destes, é claro. Em segui-
da, determine o ponto de interse¢do de rcom x,: para cada
um dos vetores diretores obtidos ha dois pontos possiveis.
(@)

(a) Oyz-(B} (conjunto de todos os pontos do plano de equa-
¢20 X = 0, com exceg@o do ponto B).

(b) m,Ux, - t. Ao calecular d(r,s) é necesséario distinguir os
casos r//s e rjf's. No primeiro, verifica-se que a reta tque
contém Be é paralela a rnao dista 3 de f, € portanto seus

pontos ndo pertencem ao lugar geométrico. No segundo,
chega-se a equagio x(2x + By — 3z + 6) = 0, que descre-
ve a reunido dos planos sr,: x= 06 7,: 2x + 6y-3z+6=
0. Observando que ! est4 contida em ambos, conclui-se
que o lugar geométrico é U, — .

(c) E o conjunto vazio.
20-50 A alternativa correta é (A).

Como s 6 paralela a Oxy, existe um plano que contém s e é
paralelo a Oxy; é o plano r: z— 1 = 0. Se re s sdo paralelas,
entdo d(r,s) = d(P,s) = d(P,Q) = V2 = 2/N2 (altemnativas (B) e
(D)). Se re snéo sao paralelas, d(r,s) = d(P,x) = 1 (altemati-
va (C)). Para responder em trinta segundos, talvez vocé de-
vesse abrir mao do rigor e basear-se na Figura R-20-50.

z
P

Figura R-20-50

20-51 (a) Suponhaquere s sejam reversas e tome pontos Ae C
em r, Be D em s (Figura R-20-51). Os vetores 7 = AC o
s = BD sdo, respectivamente, vetores diretores de re se,
portanto, d(r,s) = 1AB-ACABDWIIACABDII. O numerador
& igual ao volume do paralelepipedo ACEFBGHD e o de-
nominador é a drea do paralelogramo ACEF: logo, [20-10]
significa que d(r,s) é a altura do paralelepipedo, em rela-
c¢ao a face ACEF.

(b) Com a notagao da resposta (a): conforme [9-12), o com-
primento da projecdo ortogonal de AB sobre Fas &
IAB-rASUIIFASH, que é o segundo membro de [20-10).

20-52 (a) O (b) 32 (¢) 0 (1 (8) 115
20-53 3/2vV2
20-54 Duas solugbes: y—1=0e 6x—-2y-3z-7=0.
20-55 Duas solugdes: 3x + 4y—-2z-2=0e3x+4y-2z=0.
20-56 (a) Duas solugdes: X = (1,0,3) + 2(1,1,0)
X=(4,0-3) +4(7,4,0)
(b) Duas solugdes: X = (2,3,1) +4(1,0,1)
X=(-8-3-4) +(7.0,4)
20-57 X =(-1,0,5) + 1(0,1,~1)
20-58 Duas solugdes: X = (0,~1/3,0) + A(2,-2,1)
X=(-1/3,0,0) + A(2,-2,1)
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