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I _ llunvll
it = Ml vl send = Nlun

(@)

Figura 11-2

g. Nio vd pensar, por uma falsa analg.
.se de erro grave, pois UAV é vetor, ¢
(Definigdo 11- 1), esse niimero € igy,|

(d) Vimos no Capuulo 9 que . iy = il IVl cos
gla que uny é igual a (il 119l send- Trata
1zl 11l sen® é numero De acordo com (b))

isto sim, a norma de Ay, Lembre-se:

de dois vetores & ndmero real.

Produto escalar
s é vetor.

Produto vetonal de dons vetore

o e v é30° e suas normas, 2 @ 3. Calcule lluavll.

Exggcicms 11-1) A medida angular entre u

{-2) sabendo que llull =1, I¥il = 7 e ang(u, v) = /6 rd, calcule liavil e [140A9VIl.

11-3 O triangulo ABC tem drea 4. Sendo B=A+ Ue C=A+v,calcule lluavil.
o triangulo ABC relativa ao lado AB. Prove que

”ABAAC”
IABII

11-4 (a) Seja haalturad

. —

(b) Escreva expressoes analogas a do item (a) para as outras duas alturas
m A . . '
. B e C pontos quaisquer tais que A # B. Baseando-se no item (a), obtenha uma

(c) Seja
férmula para calcular a distancia de C areta rdeterminada por Ae B
|
. 11-5 Seja Euma
| > J2 Y :ase ortonormal. A medida angular entre os vetores unitarios uevésne e unve
} e e mesmo sentido. Determine a tripla de coordenadas de uav na base E.
1e2

11-6) A medida angular entre os vetores aebé60°
- el = = , € suas normas sa :
Sendo 1= a + b e v=a- b, calcule a norma de Gav. 5 8o foeperiimit™

| 7 -
L (11-7) calcule (V2u - Y3V + W)A(-\6U + 3V - V3w)

A
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Capitulo 11 — Produto vetorial — 103

11-8 O lado do hexagono regular representado na Figura 11-3 mede 2. Calcule:

(@) VABAAEI () WABAAGH () WABAADH  (d) IABAAEN  (e) VADABEI

Figura 11-3

11-9  Os vetores a e b sao unitérios e ang(a,b) = 30°. O vetor ¢, ortogonal a ambos, tem norma 2, & a

base (3,5,5) & positiva. Sendo i um vetor tal que G-a =2, ub=1e u-c = 1, obtenha a tripla de
coordenadas de U na base (a,b,aAb).

E
: Demonstre e interprete geometricamente as relagoes:
|

(@) lluavil < Nl vt (b) Navil = Nl VAl & ulv

|
11-11 (a) Prove que, se 6 = ang(u,v), entao NallBIVAR = (@-v)? = IluliBiIvi'sen?). Conclua que, na Defini-
‘ ¢éo 11-1, a condig&o (b,), pode ser substituida por

i () NGAVIZ = GBIV = (U-v)?

%I (b) Calcule a norma de Ui, sabendo que -V =3, llll = 1 e llvil = 5.

(c) Em relagao a uma base ortonormal, 3= (1-2,1) e b= (-2,1,-2). Calcule llanbll.

(d) O lado do tridngulo eqiiildtero ABC mede a. Calcule IIABAACII em fungéo de a.

£ (e) Seja ABCD um tetraedro regular de aresta unitaria. Calcule NABACDII.

Exercicio ~ Sejamue 5 vetores LI tais que llill = 1, p = projye g = v — p. Dado um ponto O, sejam

— -

iAv € 7T 0 plano ortogonal a u que contém O (como g €
#AY sd0 ortogonais a u, os pontos Q e R pertencem a 7r; veja a Figura 11-4). Prove que:

(a) QOR é reto;

(b) Qe R pertencem a uma circunferéncia de centro O (contida em 7);

(c) F=(q.uav,u)ébase positiva.

(Falando informalmente, este exercicio mostra que, se u ¢ unitdrio, calcular UAY
corresponde a projetar v ortogonalmente sobre 7 € fazer, em seguida, uma rotagdo de

90° em torno de , isto é, da reta OP. O sentido de rotagiio € o anti-horirio, do ponto de
vista de um observador situado no semi-espago de origem 7 para o qual aponta 1.)

T ——————
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es da primeira equagio g"dc":_sc: escritas g, ag
C T o4 2K), que & a soma de uma solugdo par nzu ar (o vetor 7, 7
N=jak+at+2h de 7+ 2k, Este dltimo, por sua vez, € o vetor que arar
maltiplos CSC"lmcsl equagio. Outro detalhe: 0s vctf)rcs 1+ 2k € J. que e
primeiro membro (In )ql das equagdes, sa0 ortogonais. Quando jss, OCorrg fc,q.'\
e 'c()mO este, ou incompativel, como aconteceri, Soq

A 4 Seon
3 (veja o Exercicio EV-11, no Apéndice Ev), ‘B,

Observe que a8 sqlugt’)

nos primeiros mem
tema ¢ in(lclcrmmmlo.
da equagio fosse x. =

£

Seia £=ar+ bj + k. Substituindo nas equagdes do sistema e efetuan,, 03
cjax = k.

Céley
b _ - 0.
© los. obtemos b+ c=1,2c—a=1,a+ 2b=1 .Cad"' 2"’("‘ c=1 Poﬂanto,a;l'

b = 1, ¢ = 0. Conclufmos que o conjunto-solugdo do sistema proposto ¢ Consipy;

do unicamente pelo vetor — + J. o o
Note que os vetores 21— + ke 1+ 2/ + k, que apateeemt "0\5, primeiros e,
das equagdes, nio sio ortogonais. Conforme o Exercicio EV-11, esse ¢ Mot

de existir uma tnica solugdo.

Nos exercicios 11-22 a 11-28, B = (1,,k) é base ortonormal positiva.

11-22) Resolva os sistemas:

XA(+])=—T+]
(a)

= x-(27 + 3]+ 4k) =9

;A(I‘-E):}

(b) (c)

x(+))=2 XA+ ] —K) =27 + 2K X+y=14]

@ Determine x tal que xa(l + k)= 20 + = k) e lixil = V8.

11-24  Resolva a equagao (Iax)a7 + (XaJ)a] + (XAK)AK = 0.
11-25  Prove que, qualquer que seja o vetor 7, [[TA7IF? + IVAJIR + IIVARIIZ = 2017712,
11-26  Determine x de norma V3, ortogonal a (1,1,0), e a (=1,0,1)s, e que forma angulo agudo com
11-27  (a) Dados os vetores linearmente independentes g e v, descreva, em termos do produto veterd
unv, o conjunto A dos vetores ortogonaisa ye a .
(b) Determine o vetor w do conjunto A, unitdrio, ta| que (U,V,W) seja base negativa.
() Aplique (b) ao caso em que g = (1-8,1)5e V= (<33 3)
. > - ) 1y B+ .
(d) SejaE = (@..0) abase obtida da base (UV,W) pelo Processo de Ortonormalizagao @@ Gr
Schmidt (u, v e w sao os do item (c)). Dados X= (112cey= (0,2,-1)g, calcule X -
11-28  Sejam u=(1,11),e v = (0.1,2);. Obtenha ym

- e
mu a base ortonormal positiva (a,b.c) tal A
* aeusejam de mesmo sentido;

* b seja combinagdo linear de ; ;-
A

* @ primeira coordenada de b seja positiva
(A
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Exercicio
Resolvido

ST A i £ Sl

“um tratamento vetorial

P ila ta
i 11-10 (c) para por em evidéncia um g,
no lado (a direita ou a cq—(‘]ucr(la) €M todag 5 lm”"ﬂ

- s h

sl uav + vAw, 0 modo correyy, de fee)

o a 4'.- ‘_: <_ﬂ[(l;

YAV OU, entao, urv + vaw = - . ;,?‘!i
fv"‘

R

¢ Antes de usar a Proposi¢
verifique se ele estd do mesi
Como nito € esse o caso de v n

1

a expre
€ HAV 4 VAW = NAV = WAV = (u—=w
VA(=10) 4 VAW = VA(=1 + W). = concluir due 5 - —
x rueco que v=yy
nio se pode cancela e V=, me,,
'

*  Naigualdade nAv = AW -
- - . o tomeu#0, y=97 -
1 seja diferente de 0 (para obter um contra-cxempl ) V=24e W

> v . . e < ars ¢ /
De 1iav = iiaw podemos concluir, isto sim, que u € paralelo a v — g pois

p—

AT = AW > liAv — iAW = 0 @ UAV = W) = 0= uy-wyeLp,

va, como mostra o seguinte contra-exemp|q e
’ ' Qla

* A operacio nio ¢ associati ostra 0 seguinte contra-cxen
perag GADAL # JAJAL), POiS (JAT)AT < e
s

(1.7,k) é uma base ortonormal positiva:
e JAQAT) = JA(=k) = 1.

Mostre que o produto vetorial de dois vetores gerados por u, v € paralelo a iy, Inter.

prete geometricamente.

Resolugao
Sejam 7 = aii + fv e s = yii + Ov. Usando a Proposigdo 11-10, obtemos:

FAs = (aii + BV)A(i +0V)
= (@ih)AWii + 0v) + (BV)AYI + V)
= (ai)AWyiT) + (@DAOY) + BVIAGU) + (BYIAGY)
=0 + (ad)uny + (By)vati + 0
= (ad)unv — (By)unv
= (@d - By)unv <

Interpretacio geométrica: se u e v sdo paralelos a um plano 7, entdo uav € ortogond
a . Como r e s sio paralelos a 7, A5 é ortogonal a 7. Portanto, rAs e uav s

paralelos. <

11-32 ) Prove que (U+V)A(U - \7) = 2VAU.
Exmctcxos N

|

11-33

Sao dados os pontos O, A, Be C.

(a) Prove que o vetor X,s = OAAOB + OBAOC + OGAOA nio depende do ponto 0. 5 ?
qualquer que seja o ponto P, PAAPE + PBAPC + PCAPA = X, (isto justifica a notasd <

(b) Exprima o vetor ABAAC em fungao de i = OA, v = OB, w= OC.

(c) Prove que A, Be Csao colineares se, e somente S€, Xasc = 0.

S md
(d) Suponha que A, Be C nao sao colineares. Obtenha um vetor ortogonal ao pland gete™
do por esses pontos, em fungao de X,q.

Prove que:

(@) (v=u)a(w—u) = uav + \7/\\_V.+ WAl

i
i
i
|
|
|
i
|
i
i
i
|
4
a
l
|
!
4




11-35

11-36

- e . Capitulo 11 Produto vetorig) 17
\ -w 4 Ve - e - — - -
V=T)w - U) 4 (W= fyagii - V) = 2005 4 VAW 4 wais
= 2(us, "W W)
Prove que, se i = +
S SO UAV = Tl . L, %
UAW = VAT, entao U=lev-yes, linearmantg ¢
nte pendentag.
AV=0, entdo i - 0

< Interpreta geometricamente.

Explique POr que a distancia entre as retas Que contém as arestas Opostas AB e CD de um
tetraedro ¢ igual a w
IIABACDI|

Sejam B = (i,,k) uma base ortonormal positiva e

uma operagéo interna em V2 que satisfaz as
propriedades

U*(\-/°+ W) = UsV + Usw

(U + V)W = Uew + vew

(AU = A(Uxv) = Gs(iV)
Supondo que

! T*} =k Tk =—]
J41=—k J#]=0 k=1
ki =] kej =1 kek=0
prove que x = , isto é, U=V = UAV, quaisquer que sejam il e v

i do de 3$0 S s vetoriais
O que vamos fazer em seguida visa i obtengiio de expressoes para os duplos prod:ilt(? e ol
=G i i associativa, esses dois produtos
(UAV)AW € un(vaw). J& vimos que, pela falta da propriedade associativa, esses o_H)p o
N . . CORB YN . ) s .
dem ser diferentes. Vamos comegar considerando o primeiro deles, sup&_).n(_l.o qge‘( : :1 L
© ¢ 7 ! o > . Qo ) » \om 1
I;J rte (a) do Exercicio Resolvido 11-8 mostramos que, neste caso, (ZAV)AW € ¢ G
a parte (z s oA
linear de 1, v. Logo, existem escalares A e u tais que
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a nc
m Exercicio Prove a Identidade del

Resolvido
Resolugéo '
ohtemos:

Usando a proposi¢io anterior,
(H.Ai:)/\ﬁ: T TR (11w )V

(PAW AN = T s (vetl )W

(WAIAY = ()W (v )it

acobi, basta somar membro a membro as trag g

produto escalar. Gade,,

Para obter a Identidade de]

usar a propriedade comutativa do

- (1,-32,1/2)5, V = (62~4)3 e iy -
ili - (”7-2/77
utilizando [11-12]. W,

| positiva, u

EWRC’C’DS 11-46 Sejam B uma base ortonorma ‘
‘ etamente e, depois,

Calcule (Unv)aw e ua(vaw) dir

11-47  Prove que:
(a) (VLW e VLU) = (UAV)AW = UA(VAW)
(b) (G.W) 6 LD => (Unv)AW = UA(VAW)
(C) (GAV)AW = Un(vaw) = [(u,w) é LD ou (VL

(Resumindo: (iav)aw = UA(VAW) Se, e somente s

< 11-48) Prove que:

(8) (@AVIAWAD) = ~[F-WAD]E + [-(wADV (b) (GAVIAGWAD) = [(GAV)-FIW ~ (@i}

veviw)]

<\ 11-49) Sejam i e v vetores ortogonais € w = UA(iiaV). Prove que ua(uaw) = llull*v.

11-50 Prove que:
(8) GA[VA(WAD] = (V-£)inW = (VW)U (b) UALVA(WAD)] = [U-(WA)IV — (6-4)od
11-51  (a) Prove que, se 4 é unitério, entdo (UAV)AU = V - projzv, qualquer que seja v. O duplo poc?
(Unv)au &, portanto, o vetor ¢ mencionado em [9-9]
¢ (b) f:f:‘m B, z;base ortonormalizada de E pelo Processo de Gram-Schmidt e B, = (1K), ke
B, = f; ty ‘za(,ja d? _E pelo proce’sso alternativo descrito na Observagéo 11-9- Prove @
1 = B, (se E € positiva) ou B, = (7,]K) (se E é negativa)

| (c) Prove que, se (UAV)AlU Ndo & _ .
) q (Uav)au ndo é nulo, entao este vetor forma angulo agudo com V-

11-52 » No trié
# Notriangulo ABC, AH e a altura relativa ao vértice A. Prove que BCA(ABAAC) é paraleloa..l“-

f 11-53  Sejam ~ e » 0s produtos vetoriais assoc Ve, Exprim
e V"

ados as duas orientagdes distintas d
FAD)AG

(a) a»b em fungao de anb;
(b) (aab)ac em fungéo de (

(c) (555)».(&(7) em fungio de (5"5)/\(5/\(7)

-

\¥

e: ue wsdo LD, ou sao ambos ortogonais ;;
A
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12-1

12-2

12-4

12-5

12-6

12-7

Capitulo 12 - Produto misto — 123

Svguniln ll"’(ln (usando a definigio de produto misto) A medida angular em radianos
entre 1 e v € /2, ¢ entre w e uAv, como acabamos de ver, é 7. Entio,

[te,v o] = uAvew = lluavll Ihwll cos = all 1V scn-’%llﬁll cost = 1-2-1.3(-1) =-6 «

A medida angular entre os vetores unitarios t e v é 30°, e o vetor w, de norma 4, é ortogonal a
ambos. Sabendo que a base (u,v,w) é positiva, calcule [U,v,w].

Sejam U e v dois vetores LI e w um vetor ndo-nulo. Sendo ang(t,v) = ¢ e ang(uav,w) = 6,
exprima [u,v,w] em fungdo de ¢, 6 e das normas dos vetores.

(a) Prove que |[u,v,w]| < llull V]l IIwil, quaisquer que sejam os vetores U, v € W.

(b) Prove que vale a igualdade no item (a) se, e somente se, algum dos vetores é nulo ou eles
sao dois a dois ortogonais.

(c) Dé uma interpretagdo geométrica para os itens () e (b), em termos de volumes.

Abase ABCD do paralelepipedo na Figura 12-3 tem 4rea 9. O ponto M divide (A,B) na razao 2,
e a aresta BF, de comprimento 2, forma com o plano da base um angulo de 60°. Calcule
[CM,CB,BF], sabendo que V° esté orientado por uma base dextra.

Figura 12-3

No paralelepipedo ABCDEFGH representado na Figura 12-3, a area da base ABCDé6V3 e a
aresta GC tem comprimento 4. O &ngulo €GP mede 30° (GP é perpendicular ao plano ABC) e o
ponto M é tal que 3AM = 24B. Calcule [AM,AD,GC], sabendo que V° esta orientado por uma
base sinistra.

O produto misto [4,v,w] é . Mudando-se a orientagdo de V°, ele passa a ser f. Qual a relagdo
entrea e fi?

Sejam A, B e C pontos nao-colineares. Exprima a distancia de um ponto D ao plano ABC em
fungéo de AB, AC, AD.
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Masstre qoe o volime de um tetracdro ABCD ¢ ignal a |[AR, ”(.-)"ﬂ’lllﬁ.

Rezolucso
O volume V do tetracdro ¢ dado por V= Sh/3, em que S €adrea de umy y,
correspondente, Tomemos o triangulo ABC como base (ac_(_npy_)@hg Na f-‘iz‘u"hh’"e
IABAC Az~ ™ 12y
WABAACY  * Assiny

A5¢ o

Nesse caso, § = 11HAACN2 e, pelo Exercicio 127, h =

15 I e uiﬁ.if:'!_ﬁ”:LuA_i}.fTCT/}
V_.?-E-IHBAAC" ABAACH 6 A0} 1

A conclusio é que o volume de um tetraedro ABCD € igual & sexta parte do vy,

. m I
paralelepipedo que tem os segmentos AB, AC e AD como arestas. Veja o Apéng; Ry

Ce \,T

E)Z!:P.CICIOS ( 12-9//‘ Em relagdo a uma base ortonormal positiva, sdo dados os vetores i = (1,2,1), v = (0.3-4)

w=(1,0,¥3) e = (0,0,2). Calcule o volume do tetraedro ABCD, sabendo que AB = proj:t, qu
AC é o vetor oposto do versor de w e que BD = proj(ABAAC).

12-9 ¢ As arestas OA, OB e OC do tetraedro OABC medem, respectivamente, a, b e ¢, e as medcas

dos &ngulos AOB, BOC e COA, sao (respectivamente) «, B e y. Calcule o volume do tetraedno
emfungaode a b, ¢ ¢, B, y.

A proposigio seguinte mostra como obter [u,vy ] a partir das coordenadas de u, ve "

S o .. —— e . —- ’ - “[!.‘L‘;\
Em relagao a uma base ortonormal positiva B = (1,7,k), sejam u = (@, by V= (axf:
¢ w = (auhy,¢y). Entio, :

a, b, ¢

Lwvw)=l a, b, e,

“‘ b‘ (.‘ __.///
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i« répida p ixercicio Resolvido 12-15.
m Obstervacae  Fis uma resolugio mais rapida para o Exer 08 2= 1 m (154 to
b=1,c,20.a,=0,h,=1,c,=l,ay=1.by=0ec;= 4]0
| B . - U, 2 ’ 2

Exzscxcnos @
\ P

12-21

12-22

12-23

Gmmruin Amalitico -

Sy
um tratamento vetorial
Lo a0y sejam LI isto é, bases, Negqo

¢ Suponhamos (ln(‘(u.\'.“')"(/"'/")Sc;'".")-l ara (p.q.r). Pela p €50, €04,
A, 2> de mudanga de (n.v,w) para (p.gr). Fela “’Pﬂiigr,n 1 e,
\ M da matnz ac ! | o
mm:\mf (.l? n ecorre [12:4]. m"
A= 10901 gesta igualdade dec :

(1]

\ 8

man(l() a

btcmm o |
I 1 0
i+vp+war+ul=| 0 1 1 |wvw] =255y
I 0 1

Sendo [5,\7.\75] =6, calcule [217 -3v+w-Uu+v-wyv-3w].

Sejam ABCD um tetraedro, P= A + 2AB + AC + AD, Q=B-AB- AC+ AD
Calcule a razao entre os volumes dos tetraedros PQRD e ABCD.

®R=Cy 5.5
Sejam (a,b,c) uma base positiva, i = anb, v = (@+b)Ac e W = (baa)az.
(a) Mostre que (u,v,w) é base e determine sua orientagao.

(b) Calcule o volume de um paralelepipedo cu

mentos Ilull, VIl e lIwll, sabendo queae
€ ortogonal.

jas arestas s&o paralelas a 7, v e i e tam com
¢ 530 Unitarios, a norma de 5 é 2 abase (35:

Resolva a equagao (Xaa)a(xab) = ¢, sabendo que [,5,] = 0.
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(c) Para (=), use o argumento: se aa = fib, e a e b ndo sfo
nulos, entdo a = = 0 ou a//b,

9-61 (a) Basta notar que AB e AC sdo L).

vy -

(b) 2e3.

9:62 (b) ——¥)__5
el v
(V) - @vy -
(6) —=——=—v para n par, e ——————u para n impar (a
TIRTHE TR T par {

demonstragéo se faz por indugao finita). Note que, se 0 é
a medida angular entre i/ e v, a resposta pode ser escrita
sob a forma

(cos0)v para n par;

e wv - -
(cos™'0) —— u = (cos™'0)proj;v, para n impar.

[lul?
(d) 135/16 (use o resultado do item (c), com n = 6).

9-64 Mg € uma matriz triangular superior, isto &, todos os seus
elementos situados abaixo da diagonal principal s&o nulos.

9-65 1= (1/3,2/3,2/3), ] = (2/3,~2/3,1/3), k = (2/3,1/3,~2/3).
9-66 (c) (\/5/2 2 o] (@[mwz w2z o

-1/2 312 0 0 0 1

0 0 1 “AN2 12 0

- -

— -

@[ 13 23 23

2/3 =213 13

| 23 1/3

9-67 De M'M = I decorre (detM")(detM) = 1, isto &, (detM)* = 1. As
matrizes dos itens (a) e (b) do Exerclcio 9-66 mostram que
nao vale a reciproca.

9-68 (b) U= (0,~1,1)¢, V= (0,1,1)e, W = (=1,0,0)e, [l = IIV]| = V2.

-2/3 |

(d) 0 0 -1 0 -2 N2
Mg=| -1W2 1N2 0 Me=| 0 1N2 112

W2 N2 0 -1 0 0
(s&o transpostas uma da outra, devido ao Exercicio Resolvi-
do 9-17).

(e) HB = (-1,1,1)e = (0.N2,1)¢
9-69 a = (2/¥3,-312,71V6)
Lembrou-se de usar o Exercicio Resolvido 9-177
9-70 (1) Simplifica o célculo das coordenadas de um vetor (Exer-
cicio 9-26).
(2) Permite o célculo da norma de um vetor pela formula [7-4].
(3) Permite o célculo do produto escalar usando-se a Propo-
sigdo 9-4.

(4) Facilita a inversdo da matriz Mer para obter Mg (Exercl-
cio Resolvido 9-17). £ outras vantagens ainda viréo...

Capitulo 10

10-1 Use as propriedades de determinantes, como na d"monstra_
¢do da Proposi¢do 10-2.
10-2 (a) Concordantes.
(c) Discordantes.

(b) Concordantes,

10-4 (a) Discordantes. (b) Concordantes,

(c) Discordantes. (d) Concordantes.

10-5 (a) t=-1et#-1/3
(b) Concordantes: t > —1/3. Discordantes: -1 = t < —1/3,
(c) Sim: F(0) = E, pois M(0) = /.
@ =1 a=3u-v+w b=-U+2w C=3issy

10-6 Escreva as matrizes de mudanga de base e calcule seus
determinantes.

10-7 Nzo, pois as bases do enfeite escolhido, seja ele qual for,
sdo azuis. Seria 0 mesmo que dizer, na terminologia “oficial™
“\/3 esta orientado por uma base negativa”,

10-8 (a) F pertence a A. (b) F pertence a B.

10-9 Dextras: E e F; sinistras: G e H.

10-10 (a) Concordantes. (b) Discordantes.

10-11 Na maioria dos aspiradores, a rosca é invertida. Se vocé nao
conseguiu retirar o bocal, tente girar em sentido contrario.
Isso mostra que, para que a Regra do saca-rolhas funcione
bem, é preciso que a rosca imaginada seja uma rosca con-

vencional.
Cépx’fulo 11
11-1 3
11-2 7/2 e 126.
11-3 8
11-4 (a) Use a Observagéo 11-2 (c).
(b) ICAACB]VIICB]| ICAACBIVIICA]l
(estas nd@o sdo as Unicas respostas possiveis).
(c) d(C.r) = |ABAAC]//|AB.
11-5 (1/3,1/3,1/6)
11-6 2V3
117 0, pois o segundo é o produto de -3 pelo primeiro.
118 (a) 23  (b) 23 () 4¥3  (d) 4V3

119 u=(2(4-3),4(1-3),1). Escreva = aa + b +yc e calcule
seu produto escalar por a, por b e por Epara obter os valores
de @, § e y. Em seguida, mostre que ¢ = 4ab.

() 8Y3

11-10 Sejam a e b nimeros reais positivos fixados. Interpretagd®
geométrica de (a): dados um paralelogramo e um retangulo
cujos lados medem a e b, a 4rea do primeiro nao pode s€f
maior que a do segundo. Interpretagio geométrica de (b
dentre os paralelogramos cujos lados medem a e b, somente
os retangulos tém a maior area possivel, que é ab.

11-11 (b) 4 (c) 3v2 (d) V3a%2 )1
Utilize a igualdade (b,) do item (a) para resolver (b), (¢) € @

o



\

11-4]; lembre- -
1313 (a) Use [11-4] se de que U, =

etc. (a,.b,,O)' V= (azvbz.o)

(o) SO = WA = D D 4 gy (
- i e (a),
(k@A) )
Nuavil k)~ ng) decorre

S(Q)lcosyl = I(Uav).k| = I(

(c) De cosy =

Dbc.‘D,,c, Dnh)-l-(.l = ID.ml
Portanto, pela parte (a), S(Q)'coSyl .

b 3. - S(Qu) elc,
114 121 + 4] = 16K

1115 (@) Verdad‘ei_ra*. Por ser uma Permutagio nao-ciclica de g
base (a,c,b) é ortonormal Positiva; logo N
ané=b CAB=3 Bazeg cra=-p

(b) Falsa. Nao sabemos que vetores szo ;

escrever, na primeira linha do determinante 0s vetores
da base a qual se referem ag Coordenadas que estao
nas outras duas linhas,

etc.

] ek O correto é

paing. i Ur

urv=l 1 2 5 =21 =d)e = 25 4 11G- 47

2 0 -

11-16 F = (p,r,q) € uma base ortonormal positiva
mutagao nao-ciclica de E), e, em relagao a
e v=(a,c,b,). Entao, pela Proposigao 11-

(pois é uma per-
ela, u=(a,c,b,)

4,
T
Unv = a, Cy b, etc
a, = b,

11-17 (a) (-10,~2,~14) e (10,2,14).
(c) (-13,-3,4) e (13,3,-4).

(b) (10,2,14) e (-10,-2,~14),
(d) (0,0,0) e (0,0,0).

11-18 V62, quer AB e AD sejam lados, quer um dos dois seja
diagonal.

11-19 V19/2

11-20 (d) 2EA, aplicada em qualquer ponto do segmento que une
os centros dos quadrados ABCD e EFGH.

11-21 (a) E o conjunto vazio, pois ndo est4 obedecida a condigao
necessaria dada na parte (b) do exercicio resolvido
anterior. )

(b) E o conjunto de todos os vetores paralelos a 2/ + 3k.

1122 (a) X=(1,1,1)q (b) X=i+]+k
(©) X=(a0,1-a)ey=(1-alta—1)s(acR).

023 x=-74+2]+k

11-24 0 conjunto-solugéo é formado por todos os vetores gerados
por j, k.

11-26 x=(-1,1 ~1). Vocé pode resolver este exercicio utilizando ou
N0 o produto vetorial (o Exercicio 9-13, por exemplo, é se-
melhante a este); recomendamos que 0 faga dos dols modos
€ compare as resolugoes. .

127 (a) Ao conjunto dos multiplos escalares de Uv.

®) w=-—22Y
Hluavll

1
w=— (21,1)
) w N

Respostas — 501

(d) XAy = (5,-1,-2),. Cuidado; devido ao Exercicio Resolvi-

do 10-4, E é base ortonormal negativa. Veja o Exercicio
11-16.

11-28 4 = (1,1,1)3, b = (1,0~1)N2, & = (-1,2,~1)/\6.

11-29 Usando a notagéo da Observagio 11-9:

1=(1,0,1)2 j=1(0,1,0) k= (~1,0,1)N2

Pelo método de Gram-Schmidt, obtém-se a base (1,J,-K) e,
pelo outro método, (1,/,k). Note que a base E é negativa.

DF é perpendicular ao plano PMN se, e somente se, PMAPN =
ADF. Escolha uma base ortonormal positiva (7,],!?) convenien-
te e calcule as coordenadas de PM, PN e DF nessa base.
Sugestdo para a escolha da base: tome 1, J e k respectiva-
mente paralelos a /T\E, AD e AE. Outro modo de resolver (que
ndo usa o produto vetorial) é escrever PM, PN e DF como

combinagdes lineares do AB, AD, AE e impor a condi¢do
PM.DF = PN.DF = 0.

11-30

11-31 Na base E: a = (-1,0,1)/¥2, b = (-1,0,~1)N2, ¢ = (0,-1,0).

11-33 (a) Partindo do primeiro membro, faga aparecer O em todos

os termos. Use, em seguida, a Proposigao 11-10.
(b) ABAAC = UAV + VAW + WAU = ;Anc-
(c) Decorre de (b) e da Observagao 11-2 (a).

(d) Hainfinitas respostas: sido os multiplos escalares de Lac.
11-35

11-36

Calcule (i — [)a(v - w) e use a Observagdo 11-2 (a).

Interpretagao geométrica: uma reta ndo pode ser simultanea-
mente paralela a duas retas concorrentes.

11-37 Interpretagéo geométrica: duas retas nio podem ser simulta-

neamente paralelas e ortogonais.
11-38 UAV = UAW => UA(V—w) = 0. Como (v — w) = 0 , recaimos na
situagdo descrita no Exercicio 11-37.

11-39 Aresolugéo mais rdpida é puramente algébrica: calcule o pro-

duto vetorial de ambos os membros de &+ v+ w = 0 por i e,
depols, por v.
11-40 2

11-41 4/9. A razéo é IBQABPIINIBCABAIl. Exprima BG e BP em

fungéo de BC, BA.

11-42 Sejam r e s, respectivamente, as retas (reversas) que con-

tém as arestas ABe CD e seja hareta perpendicular comum
are s(veja a Figura R-11-42), Sejam ainda P e Q, respecti-
vamente, os pontos de interse¢ao de hcom re s. Entéo, a

R —

ABACD & h
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distancia entre re s é igual a IPQIl, e PQ é a projegéo orto-
gonal de AC sobre o vetor i = ABACD. Aplique [9-12].

11-43 Dado o tridngulo ABC, sejam u = AB, v = BC, w = CA. Pelo
Exercicio 11-39, 1ABABCI| = IBCACAIl = ICAAABII. Conclui-
se, portanto, que lIABlIsen8 = IICAllsenC etc.

11-45 Escreva Ua(VAW) = —(Vaw)al para aplicar [11-11].

11-46 (1,-2,1) e (-10/7,-13/7,~19/7).

11-51 (b) Sendo B, = (r,s,f), F e i séo versores do mesmo vetor o:

logo, r=1. Mostre que v - proj.v e (Uav)al sdo de mesmo

sentido e conclua que seus versores (] e 5) sdo iguais.

Assim, k = In] = ras. Para terminar, lembre-se de que

rAs = tse B, é positiva e ras = - se B, é negativa.

Utilize [11-11] e a relagdo (b,) do Exercicio 11-11 para

mostrar que (UAV)AL-V = luavII%; como tav # 0 (conse-

quéncia da hipétese), decorre que (Uav)Au-v > 0.

11-52 Basta mostrar que AHA[BCA(ABAAC)] = 0; para isso, use a
parte (b) do Exercicio 11-50.

11-53 (a) anb =-anb

(c) (5AB)A(EA3) = —(EAB)A(EAE)

(c

~—

(b) (aab)aC = (anb)ac

Capitulo 12

12-1 2

12-2 11l V1 1wl seng cosd

12-3 (a) Se (17.!7) éLDouw=0,o0 primeiro membro é nulo e,
portanto, a desigualdade é verdadeira. Caso contrério,
use o resultado do Exercicio 12-2.

Se (U,\_/') € LD, mostre que o primeiro membro & nulo e
que, portanto, vale a igualdade se, e somente se, algum
dos vetores é nulo. Se (4,v) é LI e w ndo é nulo, use o
Exercicio 12-2 para concluir que a igualdade vale se, e
somente se, os vetores sdo dois a dois ortogonais.

(b

~

(c) Sejam a, b e ¢ nimeros reais positivos. Interpretagéo
geométrica de (a): um paralelepipedo qualquer, cujas
arestas megam a, b e ¢, nao pode ter volume maior do
que o de um paralelepipedo retangulo cujas arestas tam-
bém megam a, b e c. Interpretagdo geométrica de (b):
dentre os paralelepipedos cujas arestas medem a, be ¢,
somente os paralelepipedos retangulos tém o maior vo-
lume possivel, que é abc.

12-4 [CM,CB,BF] = IICMACBII IIBFlicos30° = ... = 33
12-5 24
12-6 f=—a

12-7 |[AB,AC,AD]|/IIABAACII (o volume do paralelepipedo, dividi-
do pela drea de uma base, € igual a altura correspondente).
12-8 3/50
12-9 (abc/6)V1 + 2cosacosfcosy — cos’a — cos’f — cos?y
Pelo Exercicio 12-2, se 6 = ang(OAAOB,OC), o volume é

% |OAAOB-OCl = % abc-senalcosol

Para eliminar ¢ desta expresséo, parta de

1|(DAADB)AOCIP = IDAAOBIRIIOC Psen’
= IOAIRII OB sen’allOC II%senzy
e aplique a férmula [11-11] (duplo produto vetorial) ao primej.
ro membro, obtendo a relagao
sen?a sen®d = cos’fl + cos’y — 2cosacosficosy
12-10 re s séo coplanares se, e somente se, u, ve PQ sio parale-
los a um mesmo plano, ou seja, se, e somente se, (u,v, PG) ¢
LD. Use o Corolério 12-5.
12-11 Abase F = (a,,b) é ortonormal positiva, e U = (~1,1,-3),, 7 <
(1,1,0)r, w = (2,1,1)¢. Aplique a Proposi¢éo 12-4 para obter
[, v,w] = 1.
12-12 Use a estratégia sugerida na resposta do Exercicio 1211,
1213 (a) -4 (b) arccos(~4/9v2)
12-14 (a) —2v2 (use o resultado do Exercicio 12-2).
(b) (0,¥2,V2). Mostre que DCADA = AVO, 4 > 0. Tomando
normas, obtenha A = 2¥2. Exprima VO na base dada.
12-15 (a) Veja o Exercicio Resolvido 9-17, em que foi calculado
um produto matricial parecido com este.
(b) Em relagdo & base E, sejam A a matriz que tem 4, Ve w,
e B a matriz que tem ;. }7 e z por vetores-coluna (nessa
ordem). Pela parte (a), o determinante do enunciado é
igual a det(A'B), que por sua vez ¢ igual a (detA')(det8) =
(detA')(detB') = [u,v,w][x,y,Z]. Para justificar esta tltima
igualdade, use argumento semelhante ao da demonstra-
¢ao da Proposigdo 12-8 (a).
(c) 2V-2 + 6. Faga, na igualdade do item (b), U= x, v = J,
w=2Z.
12-16 (a) Escreva x = ae, + 86, + 7€, e calcule cada produto misto
envolvendo x.
(b) X=26, + €, + &,
12-17 3
12-18 (b) Substitua, em (a), w por waf e f por .
(c) Substitua, em (a), w por anb e { por Xay.
Como treinamento, resolva (b) e (c) sem utilizar (a).
12-19 (a) No Exercicio 12-18 (c), fagaa=v, b=x=w, e y= 0.
(b) e (c) decorrem de (a) e do Corolario 12-5.
(d) Use o Corolario 12-9,
(e) O determinante é [4,v,w]. Use o Coroldrio 12-9 e a Pro-
posicao 12-8 (b).
12-20 24
12-21 2

12-22 (a) A base é negativa (utilize o Corolario 12-9).
(b) 8
12-23 Como [3,b,C] # 0, (3,5,C) é base. Escreva x = @ + b + ¢ @

substitua no primeiro membro da equagdo. Se [5.5.51 <0,
ndo hé solugdo. Se [3,5,¢] > 0, a solugdo é x = +[3,5,6]"%C.




