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Exsncicxos

= Geometri
etria Analitica - um tratomento vetorial

> simétrica = 2'-= 5 ':“_‘2

. . or —9 nas Ch
(D) Primeiro modo Substituindo x por =9, y por 10 ¢ 2 p5 s 45 Cquaggeg ey,
forma simétrica e fazendo os cdlculos, obtemos 5 = E + 0 que mogyy, ue 3
¢ = i a. a4
coordenadas de P constituem uma solugdo do sistema. Logo, P pertence , r, “

as coordenadas de P nas €quagges "
 Parg.

Segundo modo Substituindo x, y e z pel
métricas de r, obtemos

9=1-2 |
10=24 |

|
9=1-214 |

que € um sistema compativel (sua solugdo € 2 = 5). Isso quer dizer que p ¢ um |
ponto da reta r, < |

(¢) Qualquer mdiltiplo escalar nio-nulo de BA é um vetor diretor de r. Por exemplo,
2BA = (-4,4,-4), 4B = (2,-2,2), ou 0 préprio BA = (~2,2,-2). Para obter 0s pon.
tos, atribuimos valores arbitrdrios aA nas equagdes paramétricas: escolhendo = |,
obtemos (~1,2,~1), e escolhendo A = 2, obtemos (=3,4,-3). (Isso equivale a €5C0-
Iher valores iguais para as fragdes da forma simétrica: escolhendo o valor 1, obte- |
mos (x— /(=2) =y2 = (z— DI(-2) =1, isto é, x=—1,y =2, z = —] elc) | }z

Qual a finalidade de estudar tantas formas de equagdes de reta? Acontece que cada uma tem
suas caracteristicas préprias que, bem exploradas, simplificam certas tarefas. A forma vetorial,
[14-1], é intrinseca, isto é, nio depende de sistema de coordenadas. Por isso, € titil em situagdes
tedricas ou quando nio se fixou um sistema. A forma paramétrica, [14-2), e sua forma vetorial
equivalente, (x,y,2) = (Xo,V0,20) + A(a,b,c), permitem a caracterizagiio dos pontos da reta com o
auxilio de uma unica varidvel A, o que, na prtica, leva i redugdo do niimero de incégnitas (em vez
de trés, x, y e z, trabalhamos com uma, A). A forma simétrica, que nio apresenta parametro, exibe
relagbes que as coordenadas dos pontos da reta devem manter entre elas mesmas. Um aspecto
comum as trés formas € a sua funcionalidade visual: basta olhar as equagdes para conhecer um
ponto da reta e um vetor nio-nulo paralelo a ela. )

E claro que, para escrever equagdes na forma paramétrica, ou na forma simétrica, ou c‘quﬂgt‘ef
vetoriais em coordenadas, € necessdrio ter adotado previamente um sistema de coordenadas em E-
No restante deste capitulo e nos capitulos posteriores, esse sistema ficard, muitas vezes, subentet-
dido (como ja ocorreu no Exercicio Resolvido 14-6).

~\'\ 5 " . . . ‘Ci(b.
14-1 ) Estudando Geometria Analitica em uma noite de sabado, Amanda resolveu varios exercic
\ i ¥ ~ ) . ' qus
que pediam equagoes de reta. Relacionamos a seguir as respostas dela e as do livro: Q
exercicios Amanda acertou?

Exercicio A X=(1,21) +A(-1,2,1) X=(1,2,1) + A(=1/2,1,1/2)
Exercicio B X = (1/3,-1/3,2/3) + A(-1,1,-1) X=(1,-1,2) + A(-1,1,-1)
Exercicio C X=(1,1,0) + 1(1,0,~1/2) X=(0,1,1/2) + 1(-2,0,1)
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simétrica
para a reta BC. Veriflique se D = (3,1,4) pertence a essa reta

ortogonal, o
g btenha dois vetores diretores unitérios dessa reta.

14-3
. na forma simétrica?

' .Gp Obten i . )
ha dois pontos e dois vetores diretores da reta de equagées paramétricas

O sistema de equagoes dado é equivalente a

[ a————

x-1/2 y—1=z+l
32 -2 1

e essas sdo equagdes na forma simétrica da reta que contém o ponto (1/2

(3/2,-2,1) como yetor diretor.

47~
(4,~7~8). Escreva equagées nas formas vetorlal, paramétrica e

(b) Dados A=(1,2,3)e i =
formas vetorlal )para;‘f'z'”’ escreva equagdes da reta que contém A e 6 paralela a U, nas
! trica e simétrica. Supondo que o sistema de coordenadas seja

Escreva equagdes .
a ;
¢ paramétricas dos eixos coordenados. Essas equagdes podem ser colocadas

,1,-1) e tem

<:

i
|
|
x=1-2 h
ll "t
y=2 (1€R) \ {
z=4+2) I i
‘ Verifique se os pontos P = (1,3,-3) e Q = (-3,4,12) pertencem a reta. \, i
, i
] @ Obtenha equagdes paramétricas da reta que contém o ponto (1,4,-7) e é paralela a reta de \
y equagdes paramétricas it
i
X=200—-4 I |
il
« y=V3-31 (AER) H
{ i
‘ z=0 L
| | |
| it
; 14-6) Sejam B=(1,1,00eC= (~1,0,1). Escreva equagoes paramétricas da reta que contém o ponto i
i (3,3,3) e ¢ paralela a reta BC. ' \ v
i
H |
i
" Exercicio . Mostre que as equacoes ﬂ | i
 Exercicio q 1‘ i
Resolvido - | \' |
— > s 2x—1=1t¥=z+1 .r‘
3 2 i 1
il
descrevem uma reta, escrevendo-as de modo que possam Ser reconhecidas como equa- i
¢des na forma simétrica. Exiba um ponto ¢ um vetor diretor da reta. it
Resolugao

-
:
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T — ta que contém o
Exg%fc:os ' 147 Escreva equagdes nas formas paramétrica e simétrica da :;e— (: +3)/6 i o
@ é paralela A reta descrita pelas equagdes (1 - X)/6 = S '

!

.\3)

| 14-8  Escreva equagdes na forma simétrica da reta determinada pelo ponto (-1,-4,-2) o Pelo Pory,
] médio do segmento de extremidades (1,3,5) e (3,-3,1).

Usando somente niimeros inteiros, escreva uma equagéo vetorial da reta que contgp,  pony,

médio do segmento de extremidades (1,1,3) e (3,1,~1) e tem vetor diretor (V3/ 49,3V3/98 -3

. Sejam A = (3,6,~7), B=(-5,2,3) e C= (4,~7,-6).

(a) Mostre que A, B e Csao vértices de um tridngulo.
(b) Escreva equagGes paramétricas da reta que contém a mediana relativa ao vértice ¢

14-11  Em relagdo a um sistema ortogonal de coordenadas, A = (0,0,1), B=(1,2,1) e C = (1,0,),
Obtenha equagdes paramétricas das retas que contém a bissetriz interna e as externas g,
tridngulo ABC, relativas ao vértice C.

B e P ———

Sejam, em relagéo a um sistema ortogonal, A = (1 4,0), B=(2,1,-1) e C=(1,2,2). Verifique que
esses pontos s&o vértices de um triangulo e escreva uma equagdo vetorial da reta que contém
a altura relativa ao vértice B.

| S — | —

m_ Exercicio | So dados os pontos A = (0,1,8) ¢ B = (-3,0.9), ¢ a reta r: X = (1,2,0) + A(1,1,-3).
" Resolvido - Determine o ponto C de r tal que A, B e C sejam vértices de um tridngulo retangulo.

Resolucdo

A e B sio distintos ¢ ndo pertencem a r; portanto, 4B, AC ¢ BC nio sio nulos, Logo, se
dois deles forem ortogonais, A, B e C seriio vértices de um triingulo retangulo.
Como C pertence a r, deve satisfazer sua equacio:

C=(120)+1(1,1,-3)= (1 +1,2 +4,-34)

para algum valor de A. O enunciado nio especifica qual dos segmentos AB, BC e ACé
a hipotenusa do tridngulo. Analisemos, ento, as trés possibilidades.

* Sea hipotenusa é AB, entdo AC-BC = 0, isto é,
(1+A4,1+4,-34 - 8)-(4 + A2 +4,-31-9)=0

Calculando e simplificando, obtemos 1142 + 59, + 78 = 0, cujas raizes sio 4, =-3
e A, = —26/11. Esses valores, substituidos nas coordenadas de C, fornecem duas
solugdes do problema: C, = (-2,-19)e C, =(-15/11,-4/1 1,78/11) (Figura 14-3). <
* Se a hipotenusa ¢ BC, entio AB-AC = 0, isto € (-3,~1,1)(1 +A,1 +1,-31-8) = O;
Concluimos que 4 = -12/7 e que, portanto, uma terceira solugiio do problema ©
C; = (~5/7,2/7,36/7). v

-
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* Se a hipotenusa ¢ p¢ e e
S ) d . A
Ci= (—16/7.—9/7.69/7). ¢ AB*BC = 0 obtemos A = -23/7 ¢ uma quarta solug@o:

<

!

O método utilizado na resolugio anterior merece um comentario especial. Escrever as coorde-
nad.&’ 40 ponto C na forma paramétrica, C = (1 + A2 +2,-31), em vez de C = (x,y,z), produziu, logo
de inicio, uma dréstica redugdo do nimero de incégnitas, de trés para um. Isso teve como conse-
qiiéncia a reducdo do nimero de equagGes necessérias a resolugio do problema, simplificando-a
bastante. Recomendamos vivamente que vocé ndo perca nenhuma oportunidade de usar esse re-

curso que as formas paramétrica e vetorial das equacdes de reta proporcionam. Quando nos refe-
rirmos a essa técnica, vamos chamaé-la de “técnica do A”.

Nos exercicios 14-13 a 14-18, o sistema de coordenadas € ortogonal.

|
|
i 14-13  Sejam A=(1,2,3) e B=(-2,3,0). Escreva equagdes da reta AB nas formas vetorial, paramétrica
i e simétrica e obtenha os pontos da reta que distam 2V19 de A.

i

i

i

i

(1/;-\14 Sejam A = (1,2,5) e B = (0,1,0). Determine o ponto P da reta AB tal que IIPBII = 3IIPAIl. Este
‘ exercicio é uma homenagem a Santos Dumont.

| 114-15 ™, Sejam A=(0,2,1) e r: X= (0,2,-2) 7—}.(1 ,—1,2). Obtenha os pontos de r que distam V3 de A.Em

i w) sequida, verifique se a distancia do ponto A a reta ré maior, menor ou igual a 3 e justifique sua

resposta. ’

 14-16 Sejam A=(1,1,1)er X= (1,1,4) + A(1,-1,0). Obtenha os pontos de r que distam V11 de A. Em
: seguida, verifique se a distancia do ponto A a reta ré maior, menor ou igual a V11 e justifique sua

resposta.

/ : o . “s g
ﬁ-l?’ Sejam A= (1,1,1), B=(001)er: X=(1,0,0) + A(1,1,1). Determine os pontos de r eqiidistantes

/

il deAeB.
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: e =m0 LD, pois
(d) Os velores 1, v, €W gio L1y

Portanto, w ¢ paralclo aJ.

(a) Escreva uma equagao vetorial

m Exercic:o

Resolwdo =6+ A+ U
y=1+TA+4

Z:4+5/1+2.u

(b) Obtenha trés pontos ndo-colineares des

Resolugéo
(a) Observando as equagoes

y=flf‘+li7.+y.4f
7= 4 +A5 +u2

vemos que o plano contém o ponto A = (6,1,4) e € paralelo aos vetores linearmen-
te independentes u = (1,7,5) e v = (1,4,2), de modo que uma equagio vetorial é

X=(6,1,4) +A(1,7,5) + u(1,4,2) <

|

|

|

!

(b) Os pontos A = (6,1,4), A + u = (7,89) e A + v = (7,5,6) pertencem 2o plano [
(correspondem aos pares de valores (0,0), (1,0) e (0,1) dos pardmetros) e ndo sao }

I

colineares, pois u# € v sdo LI.

Exz—:ncfcxos < 4-20 / Em uma tarde chuvosa, Cecilia resolveu varios exercicios de Geometria Analitica que pediam

.

- ‘: ~— equagdes de planos e foi ao final do livro conferir as respostas. Relacionamos a seguir, par
cada exercicio, as duas respostas: a de Cecilia e a do livro. Quais exercicios ela acertou?

Exercicio 1 X=(1,2,1) +A(1,-1,2) + u(~1/2,2/3,-1)
Exercicio 2 X=(1,1,1) + A(2,3,~1) + pu(~1,1 1)
Exercicio 3 X'=(0,0,0) +4(1,1,0) + 1(0,1,0)
Exercicio 4 X=(2,1,3) + A(1,1,-1) +1(1,0,1)

do plano que tem ¢

se plano.

=0 |

quagOes paramétricas |

(’LﬂER) |

<¢.
o

X=(1,2,1) + A(=1,1,-2) + u(-34-)
X=(1,62) +A(=1,1,1) +u(23-
X=(1,1,0) + 4(1,2,1) + u(0-1,1)
X=1(0,1,1) + 1(1,3,-5) +u(1-13)

-



14-24

14-25

| 14-26

* Exercicio

Resolvido

Capitulo 14 — Equacdes de reta e plano — 157

Escreva uma equagao vetori
ram "
Jadas em cada caso, paramétricas do plano s, utilizando as informagoes

(a) 7 contém A = (1,2,0) e é paralelo aos vetores u = (1,1,0) e v= (2,3~1).

(b) 7 contém A = (1,1,0) e B=(1,-1,-1) e 6 paralelo ao vetor v = (2,;.;)).

() -L;io?(;éro;q =(1,0,1) e B=(0,1,-1) e é paralelo ao segmento de extremidades c=(121)e
(d)  contém os pontos A= (1,0,1), B=(2,1-1) e C=(1,-1,0).

(e) 7 contém os pontos A= (1,0,2), B=(-1,1,3) e C=(3-1,1).

Obtenha equagdes paramétricas do plano que contém o ponto A=(1,1.2) € é paralelo ao plano

x=1+A+2u
JT. y=2}*+ﬂ

z=—

Obtenha equagdes paramétricas dos planos coordenados.

oordenadas seja ortogonal, obtenha equagdes paramétricas dos

Supondo que o sistema dec
rdenados.

seis planos bissetores dos diedros determinados pelos planos coo

Decomponha u = (1,2,4) como soma de um vetor paralelo a reta r: X=(1,9,18) + 4(2,1 ,0) com
outro paralelo ao plano

x=1+4
4y y=1+4u

Z=A-u

S3o dados os sistemas de equagdes
x=A+2u X=Xy +Aa+pum

y=1+A+2u (*,#ER) y=Yo+Ab+un (A,1ER)

z=—A-2u z=2Z,+Ac+up

geométrico dos pontos X = (x,y,2) que satisfazem o primeiro sistema.

(a) Descreva 0 lugar
que 0 segundo seja sistema de equa-

(b) Enuncie uma condigéo necessaria e suficiente para

coes paramétricas de um plano.

14-7 (a) estio representados 0s sistemas 5., de origem P e base E= (8,,€2,62)s
base F= (T for 7). Suponha que X = (0,0,1) +A(1,0,0) +x(0,1,0)
0 a %, e também de um plano 7, em

Na Figura
e W, de origem Q €
seja equagdo vetorial de um plano 7, em relaga

relagdo a W. Faca esbogos desses planos.

r

e s



m

i80 &, A(ax + by + cz + d) = 0. Uma vez que pelo Tenos un; ?JOS coef.memes vb, ¢
; corre um co A,
diferente de zero, podemos afirmar que, quando 4 per fjunto INfiny, &

i i & infini 5 i TT.
numeros reais, obtém-se infinitas equagdes gerais de b
]

Exsnéfcxos f (14-2} Em uma ensolarada manha de domingo, Marcelo resolveu dois xercicios que pegqp, -
' i ¢Ges gerais de planos. Em cada um dos itens seguintes, a primeira equagdo ¢ 5 resposty e

i Marcelo obteve, e a segunda, a resposta do livro. Quais exercicios ele acertoy?

(@) X=38y+2z+1=0;2x-6y+4z+4=0. (b) x—yl2 +2z-1 =0?"2"+,V~42+2=0

| 14-29 Obtenha uma equacéo geral do plano ;z em cada caso.
{ (a) 7 contém A = (1,1,00)e B=(1,-1,-1) e é paralelo a u = (2,1,0).
‘X (b) 7 contém A= (1,0,1) e B= (0,1,~1) e é paralelo a CD, sendo C= (1,2,1) e D =

| @ncontém A=(1,01), B=(2,1,-1) e C=(1,-1,0).
(d) 7 contém A = (1,02), B=(-1,1,3)e C= (3,-1,1).

7r contém P=(1,0~1) e r: (x—1)/2 = y3=2-=z
(f) x contém P = (1,-11)er X=(0,22) +4(1,1,-1).

I
@Obtenha equacdes gerais dos planos coordenados.

|

(0,1,0).

14-31  Supondo que o sistema de coordenadas seja ortogonal, obtenha equagdes gerais dos seis pla-
nos bissetores dos diedros determinados pelos planos coordenados.

14-32  (a) Mostre que, se pqr# 0, entdo os pontos (p,0,0), (0,g,0) e (0,0,r) ndo sdo colineares e o plano
1‘7 determinado por eles pode ser descrito pela équagao x/p + y/q + z/r=1 (sob esta forma, a

equagao é chamada equagio segmentaria do plano). Usando os sistemas de coordenadas
indicados na Figura 14-7 (a), faga esbogos no caso emquep=1,g=2er=3/2.

(b) Um plano pode ter mais do que uma equacao segmentéria?

Vocé deve ter notado que, ao contririo do que fizemos para todas as outras formas de equ_a-
¢Oes de reta e plano apresentadas neste capitulo, ndo demos até agora nenhuma interpreta
geométrica para os coeficientes da equacdo geral. Gostarfamos de fazé-lo imediatamente, mas Cff:
propésito serd atingido plenamente apenas no Capitulo 17. Qual € a dificuldade de fazé-10 2
Rememore como foi obtida a €quagdo [14-8]: usamos as coordenadas de um ponto € de doss
vetores diretores do plano para fazer virios cdlculos (veja [ 14-7]) e obter os coeficientes a, b; € ’e d
Assim, embora haja uma relagfio estreita entre esses coeficientes e as caracteristicas geomémca:
do plano (posigao, dire¢fo), ela foi escondida pelos célculos, Apesar disso, alguns indx’ciOS‘ de ql; ‘

a nos contar sobre a geometria do plano ji podem ser percebldos. l
i

os coeficientes tém algo
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o Dadas equagée
‘ quagoes paramétricas, obtenha uma equagéo geral do plano:

.
X=1+l—u _
X=14+4
(@)q y=24+u o)
q y=2
[ Z=3=p
z=3-1+pu
.
X=—2+A—ﬂ rx=i_3lt
@ y=2h+2 @4 y=1+2
kZ=l+,u kZ:Sﬂ,—Iu

Obtenha equagdes paramétricas do plano 7: x + 2y —z—1=0.

Resolugdo

Prmufiro 'modo Na equagio dada, escolhemos uma das trés incégnitas para ser isolada
no primeiro membro; por exemplo, x =—2y +z + 1. Essa igualdade mostra que para
cada par de valores reaisde y e 7, escolhidos arbitrariamente, obtemos um valorde x e,
consegiientemente, um ponto (x,y,z) de 7z. Em outras palavras: y € z €stdo “querendo”
atuar como parimetros! Facamos, entdo, a vontade deles, escrevendo y = Aez=Uu.
Substituindo na expressio de x, obtemos as equagoes

x=1-2A+u

4.uER)

sas sdo equagdes paramétricas

Como os coeficientes de A ey ndo sdo proporcionais, es
pontos de 7 as satisfazem. <«

de um plano, que nao pode ser outro senao 7, ja que os
Note que os coeficientes obtidos para A e u deste modo nunca sao proporcionais. De
fato, sempre haverd blocos de zeros e uns semelhantes aos que estdo destacados nas
equagoes [14-11]- O método &, portanto, absolutamente geral.

x=1+A(2)+ul

y=0+1 1 +u0 [14-11]

z=0+4 0 +ull

olugdo da equagdo dada para obter

Escolhemos arbitrariamente uma s
0, que fornece o ponto A =(1,0,0).

Segundo modo
exemplo, x=1,y=0ez=

um ponto do plano; por
Para obter vetores diretores de 7,

(m,n,p) € paralelo a 7T se, € somente se, m + 2n — p = 0. Isolamos uma das varidveis,

p=m+2n

lembremos que, pela Proposicao 14-21, um vetor |
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g ntir a independéncia [j,
¢ atribufmos valores s outras duas; para gard ear, Um, B
escolha é '

!

m=1,n=0 > p=1 {

m=0,n=1 - p=2 ‘
?
f

Logo, if = (1,0,1) ¢ # = (0,1,2) sio vetores diretores de 7. Entdo:
= 1 +ﬂ.

y =U (ﬂ,,/t ER)

z=,1+2;t

sdo equagdes paramétricas de 7. <

m- bb-.t;'é-r;vag::}o_j Situagdes como a do exercicio resolvido anterior, em queAdever.n Ser escolhidas gy,
- ¢oes arbitrdrias de uma equagdo, sdo freqiientes. Se vocé sentir qualquer en}barago
algébrico na escolha, o motivo provével € o esquecimento de um fato da Algebr,
Elementar que, de tdo elementar, pode passar despercebido: _se 1'1ma €quagao, supost,.
mente a trés incgnitas, ndo apresenta alguma delas, isso significa que o coeficient,
dessa incégnita é nulo e que, por isso mesmo, podemos atribuir a ela qualquer valor,
sem prejuizo da igualdade (a tendéncia de muitos ¢ pensar, erroneamente, que o vajo
das incdgnitas ausentes tem que ser zero). Um jeito seguro de nio errar é explicitar gg
coeficientes nulos. Por exemplo, se as incdgnitas sdo m, n, p, a equagio 3m - p=0
pode ser escrita 3m + On — p = 0 (note que o valor atribuido a n € inécuo, nio interfere
na igualdade). Isolando p, obtemos p = 3m + On e podemos dar a m € n os valores 1,0
e 0, 1, como no exercicio resolvido anterior. Esta observagdo vale, tal e qual, paraa
equagdo —3n = 0, que pode ser escrita Om — 3n + Op = 0.

EXERCICIOS_ 2 14-37 / Dada uma equagéo geral, obtenha equagdes paramétricas do plano.

@4X+ 2y—-z+5=0 (b) 5x—y—-1=0
i (c) z-3=0 @y—z—Z:o

14-38 O plano 7, contém A = (1,0,0), B = (0,1,0) e C=(

A (1 0,0,1), o plano 7, contém Q= (-1,-1,0) e é
paraleloa u=(0,1,-1)ev= (1,0,1)

| » € 0 plano 7 tem equagdo X = (1,1,1) + A(=2,1,0) +(1,0.1).
‘ (a) Obtenha equagées gerais dos trés planos.

(b) Mostre que a intersegdo dos trés planos se reduz a um Unico ponto e determine-o.

1(14-39' Mostre que o ponto P = (4,1,-1) ndo pertence 4 reta r- X'=(2,4,1) + A(1,-1,2) e obtenha uma
‘ equagéo geral do plano determinado porre P, ,
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Obtenha os pontos - X =
de r: X =(1,1,1) +4(2,0,1) %Ee pertencem ao plano 7, Nos Casos:

(@) m: x—y—-2z=0
. mx+3y—-2z+1=0 [
@7:1. 2x—y—4z+3=0 I

(d) 7 é o plano Oxz. f

' 14-41 Obtenhao .
1 14 s pontos de m,: X = (1,0,0) + A(2,1,1) +(0,0,1) que pertencem a 7z: X y+z-1=0.

opserva ¢édo Quando Vocié estudou Geometria Analitica Plana, deve ter aprendido que as retas de
w , " um plano sdo descritas por equagdes de primeiro grau como ax + by + ¢ =0, que 14
recebe o nome de equagdo geral da reta, ou forma geral de equagao da reta. Ndo vd

confundir com o que estudamos neste capitulo. Aqui, ndo hd nenhuma forma de equa-

¢do de reta com esse nome, equagdes do tipo ax + by + ¢ = 0 descrevem planos, nao
que ndo aparece na

retas (sempre estard subentendido que hd uma terceira varidvel, z,

equagdo porque seu coeficiente é nulo). Uma equagdio como X+ = 2 =0, por exem-

plo, descreve um plano paralelo a Oz, cuja intersegdo com Oxy, isto sim, ¢ uma reta.

Na Geometria Analitica Plana, uma equagdio dessa reta seriax+y-2=0 Veja,
(rem).

representados na Figura 14-10, o sistema de coordenadas, a reta € 0 plano
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pela apari¢io de coordenadas nulas. Pontog
denada € cota nulas: (x,0,0); pontos o Oy 14
cota nulas: (0.y.0); ponlos de Oz tam abscigs
nulas: (0,0,2): pontos do pl
plano QOyz, absciss

nula: (x.0,2).

Em relagao a0 plano Oxy: (x,y,~2). Em relagéo ao plano Oxz:
(x-.2)- Em relacao ao plano Oyz: (-x,y,2). Faca uma figura;
para se convencer de que isto ¢ falso quando o sistema nao
¢ ortogonal.

8 Ox 1ém or-
m abscissa o

a e ordenada
ano Oxy tém cota nula: (x,y,0); do

a nula: (0,y.2); do plano Oxz, ordenada

Em relagao a OX: (x—y,~2). Em relagéo a Oy: (=xy:-2). Em
relagdo a Oz: (—x,—y,2). Isto é falso quando o sistema nao &
ortogonal.

(-x—y.—2). Vale mesmo que o sistema nag seja ortogonal

(3) P| = (X-yvo) P2 = (X,O,Z) PB — (O,y,z)
PA = (X,O.o) Ps = (owyvo) PS = (0!0!2)

b) (xy.2) (x=y.2) (xy.~2) (X~y~2)
(—X ) y,—Z) (—X i Z) (—X Y, ,—Z)

(a) Oxy, Oz. (b) Oxz, Oy. (c) Oyz Ox.

Observe que, neste exercicio, as projegdes podem ser obli-
quas. Faga uma figura.

(a) A= (0,0,0) B= (1,0,0) C= (0,1,0) D= (_1,1'0)
E=(-1.01) F=(00,1) G=(-1,1,1) H=(-2,1,1)

(b) A=(2-1,-1) B=(3,~1,-1) C= (2,0-1) D=(1,0,-1)
E=(1,-10) F=(2-1,00 G=(1,00) H=(0,00)

Observe que essas respostas sao obtidas das de (a) so-
mando-se o vetor (2,—1,—1); explique por qué.

(c) A=(1,2-1/2) B=(1,4-1/2) C=(1,20) D=(1,0,0)
E=(0,0,-1/2) F=(0,2-1/2) G=(0,0,0) H=(0,-2,0)
(d A=(0,0,0 B=(,01) C=(1,00) D=(1,0-1)
E=(01,=1) F=(0,10 G=(1,1-1) H=(1,1,-2)
(-4,6,1)

(@) C=(5/3,11/3,2)

(b) x=(x; +rx)/(1+7r)
z=(z,+rz)/(1+7)

Q= (2% — X2y, — ¥,2Z,— 2)

a # —1; reverso.

D = (4/3,7/3,1)
y=(+ry)/(1+7)

Os pontos s&o vértices de um quadrildtero se, e somente se,
sdo trés a trés nao-colineares, ou seja: A, B e C ndo sdo
colineares, A, B e D ndo sdo colineares, A, Ce Dnao séo
colineares, e B, C e D néo séo colineares. ISS?_?lE{ dizer
que (AB,AC) é L, (AB,AD) é LI, (AC,AD) é LI e (BC,BD) € LI,
0 que acontece se, e somente se, a # —1_._ Neisie caso, 0
determinante das coordenadas dos vetores AB, AC, AD (nes-
sa ordem), que é igual a-5(a+ 1), € diferente de 0. Lo~go, ?s
trés vetores szo LI, e, portanto, os pontos A, B, Ce Dnaosao
coplanares: o quadrilatero é reverso.

(b) Como somente no item (c) vocé sabera quais sao os la-
dos do quadrilatero, utilize o Exercicio 5-5.

13-14

13-15

13-16

13-17

Respostas — 503

i c
as diagonais, AD a BC
mbinagao linear

do AB, AC, vocd encontra a mﬂ;:f:“]f; :;‘”1'7::
AD = AB + 2AC. Pelo critério do Evarcicin Aaso vr' o 6
a rola AD separa Be C, e, portanta, 6 segmen 104 {m;:
uma diagonal. A outra é BC, & 05 quatro -‘f'!(Jmf?'? " ur‘na
tantes sio os lados. Como se va, dascobrirde lmf;'o -
combinagdo linear cujos coeficientes tenham rTm J:ﬂ:ran
nal simplifica a resolugao. Se eles livessem sinals ,.Jd,,.,
trarios, vocé poderia “corrigir” 1550 passando vetore’z,, ',
um membro para o outro. Assim,fgr egmpl&.da igual-
dade BD = —2BA + 2BC decorre BC = BA + BD/2, 0 942
mostra que BC é diagonal. B
Mostre que dois dos vetores AB, AC, AD sdo
trés é a soma dos outros dois.
Verifique que DB = 2AC e que (AD.BC) é LI Pisso decarre
que se trata de um quadrilatero plano, com dois l?dos-ti?os-
tos paralelos de comprimentos diferentes (pois IIDBIl =
2IACIl), ou seja, um trapézio. A base maior & DB e a base
menor é AC. Como os segmentos orientados (L_?f) iA.C)
s3o de mesmo sentido (pois isso acontece com DB e AC), ?s
segmentos DA e BC sdo disjuntos (Definigdo 1-2 (c)), nao
podendo, portanto, ser diagonais. Logo, 0s lados nao-parale-
los sdo DA e BC. Por exclusio, as diagonais sao AB e CD.
Vocé também pode resolver este exercicio pelo método indi-
cado na resposta do Exercicio 13-13 (c)-

CB = 3CA + 4CD. Os coeficientes da combinagao linear sao
de mesmo sinal; logo, pelo Exercicio Resolvido 6-16, a reta
CBsepara Ae D. Concluimos que CB é uma diagonal e ADé
a outra. Os lados sao, portanto, AB, AC, BD e CD.

(¢) Os lados 80 AB, 8D, DC QEA;
por axemplo) AD cnmo €O

Exprimindo (
coeficientes d

Ll e que um dos

(a) Falsa. Contra-exemplo: os pontos A = (1,2,2), B=(3,4,1)
e C=(1,0,-3) ndo sdo colineares (pois AB e AC s@o L),
mas o determinante correspondente é nulo. Outro argu-
mento, fatal: se a afirmagao fosse verdadeira, tomando
C=(0,0,0) e dois pontos A e B quaisquer de E>, conclui-
riamos que esses trés pontos sao colineares e, portanto,
E° seria uma reta. Assim, o determinante formado pelas
coordenadas de trés pontos ndo tem nenhum significado
geomeétrico e ndo serve para verificar a colinearidade dos
trés pontos. Para fazer isso, o correto (e muito mais sim-
ples) & analisar a dependéncia linear de (AB,AC).

(b) Verdadeira. Se A, Be Csao colineares, entdo os pontos
O, A, Be Csao coplanares e, por isso, 0s vetores &\'.
OB e OC sdo LD. Logo, pela Proposicdo 7-6, A = 0. Des-

ta vez, estamos enxergando, nas linhas de A, coordena-
das de vetores.

Cépﬂuld 1 4

14-1
14-2

Amanda errou apenas o Exercicio B.
(a) Forma vetorial: (x,y,z) = (4-7,-6) + A(1,—1 -1).

Forma simétrica: =+

4_Y+7 _ z+6
— 1 Ty
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X=4-)

Forma paramétrica: r: y==7+1 (A€ER)

Z==6+41
D nao pertence 3 refa.

(b) Forma vetorial: (xy2) =1 12,3) +4(3,2,1).

Forma simétrica; X=1 _ ¥=2 ~£28
3 2 1
x=1+31
Forma paramétrica: r: y=2+21 (LER)
Z=3+14
Vetores diretores unitarios: £(3,2,1)14.
14-3 X=21 x=0 x=0
Ox:q y=0 Oy:{ y=4 Oz: 4 y=0
z=0 Z=0 z=1

As equagdes ndo podem ser colocadas na forma simétrica,
pois os vetores diretores tém alguma coordenada nula.

14-4 Vetores diretores: (-1,1,2) e (2,-2,-4). Pn3o, Q sim.

14-5 X=1-1
¥=4-31 (A€R)
Z==7
Se duas retas sdo paralelas, qualquer vetor diretor de uma
delas é vetor diretor da outra.
14-6 | x=3+24
y=3+1 AER)
z=3-1
14-7 x=2-154
Forma paramétrica: § y=44 (AER)
z=-3+184
E imétri . X=2 y z+3
orma simétrica: =5 4 "i7g

14-8 (x+1)/83=(y+4)/4=(z+2)/5
149 X=(2,1,1) + A(2,3-14)
14-10 (a) Verifique que AB e AC sdo LI, ou, entéo, que C ndo per-
tence a reta AB.

x=4+54
(b) 4 y=-7-112  (AER)

z=-6-44
Lembrou-se de que CA+CBé paralelo a mediana?

14-11

14-12

14-13

14-14

14-15

14-16

14-17
14-18

14-19

14-20
14-21

~

x=1 - X=1 +i
Interna: 4 y=4 Externa: < y=,
z=1 Z=1

Use o Exercicio 9-42 para obter vetores diretorag_

X=(2,1-1) + 2(1,~2,~2). Um vetor diretor da rets Procurags,
& ACA(BAABC) (Exercicio 11-52). Se a base & Positiva, o
produtos vetoriais podem ser calculados pelo de‘erminame
simbdlico (Proposicdo 11-4); se € negativa, pelo Exercigiy
11-16. Nos dois casos, vocé obterd o mesmo resultado (veja
a Observagdo 11-14 (b)). Uma alternativa & usar g 16rmula gq
duplo produto vetorial (Proposi¢do 11-13 (b)).

Forma vetorial: X = (1,2,3) + A(-3,1,-3)
x=1-31

Forma paramétrica: § y=2+1 (AER)

z=3-31
Forma simétrica: (x— 1)/(=3) = y — 2 = (z- 3)/(-3)
Os pontos s&o (7,0,9) e (-5,4,—3). Usou a técnica do 17
(3/4,7/4,15/4) ou (3/2,5/2,15/2). Usou a técnica do 4?7 A ho-
menagem a Santos Dumont estd no ndmero do exercicio:
14-bis.
(1,1,0). Usou a técnica do A? A distancia de Aa ré igual a V3,
porque apenas um ponto de rdista V3 de A.

(2,0,4) e (0,2,4); a distancia de A a r é menor do que V17,
porque existem dois pontos de r que distam V171 de A.

(1,0,0). Usou a técnica do 1?

(@) (2,1-1) e (22/9,13/9,~11/9).

(b) N&o existe C.

(¢) Qualquer ponto da reta PQ é solugo.
(d) N&o existe C.

Veja a Figura R-14-19 (M e N correspondem a A = -1/2 na
equagao do item (b)).

Cecilia errou apenas o Exercicio 3.
(a) Forma vetorial: X = (1,2,0) +4(1,1,0) + (2,3,-1)

'x=1 +1+2u

Forma paramétrica: < y=2+1+3u (A, uER)

L Z=—Hu
(b) Forma vetorial: X = (1,1,0) + 4(0,2,1) +1(2,1,0)
[(x=1 +2u

Forma paramétrica; J y=1+21+n (A.u€R)

Z2=1
() Forma vetorial: X = (1,0,1) + A(1,-1,2) + a(1,1,1)



X=1+d+n 1424 [ x=1 x=A =
Forma paramétrica: 4 y=—1 4 (ueh) y=1 o 1 y=1
Z=1421 4y — [z:” | z=4
(d) Forma vetorial: X'= (1,-1,0) + A(-1 ~2.0) 4 41(0,1,1) i -
v X=Uu =
x=1-2 ¢
y=1 y=  Eduia
Forma paramétrica: § y=-1-21 4, A uER)
z==A z=% LZ:—A

Z=1+ -
# 14-25 [ = (11,7,4) + (-10,-5,0)
B A0 14-26 (a) E a reta que contém o ponto (0,1,0) e tem
(e) Como (AB,AC) ¢ LD, os pontos dados sao colineares e (1,1,-1) (introduza a notagdo & =4 + 21).
existem infinitos planos que os contém, ou seja, 7 ndo
esta determinado.

(Foram usados o ponto C e os vetores BC e CA.) vetor diretor

(b) Os vetores (a,b,c) e (m,n,p) serem LI.

14-27 Veja a Figura R-14-27.
1422 | x=1+24+2u ) 9

y=14+21+u (A, HER)

z=2-2

Se dois planos sdo paralelos, vetores diretores de um deles
sdo vetores diretores do outro.

14-23 x=2 x=2 x=0
Oxy:{ y=n Oxz:4 y=0 Oyz:4 y=4
z=0 Z=pu Z=u

(b)
Figura R-14-27

14-28 (a) Errou; a segunda equagéo equivale a x—3y+2z+2 =0,
e esta é incompativel com a de Marcelo.
(b) Acertou.
14-29 (a) x—2y+4z+1=0 (b) 8x—y—-2z—-1=0
(c) 3x—-y+z-4=0

(d) O plano n&o esta determinado; veja a resposta 14-21 (e).

(b) (e) 83x-2y-3=0 () x+z-2=0
Figura R-14-19 14-30 Oxy:z=0 Oxz:y=0 Oyz:x=0
14-31 x-y=0 X+y=0 X—2z=0
x+z=0 y—-z=0 y+z=0

14-32 (a) Veja a Figura R-14-32, (b) Nao.

e e



506 — Geometria Analitica — um tratamento vetorial

ki
, ’I.P '
e.”
b
(a)
Figura R-14-32
14-33 (a) Nao. (b) Sim. (c) Sim. (d) Sim.

14-34 aa+ bb+ cc=a? + b?+ ¢2 = 0, pois os coeficientes a, be ¢
nao sao todos nulos.

14-35 Veja a Figura R-14-35; na parte (d), Me Nsao pontos médios

de arestas.
H G H G
E
F E F
D c D c
A B A B
(a)
H G H G
E E
\ \ F F
D c D c
A B A B
(b)
H G H G
E
& F F
R c D c
A B A B
(c)
H G H G
E F E k
N N
D c D c
A B A B
(d)
Figura R-14-35

14-36 (a) 2x—y-—32+7=0 (b) y—-2=0
(c) y=22=0 (d) 7x+8y-5z-¢
(
14-37 x=A X=3
(a) 4 y=# () 3 y=—1.,5,
z=5+41+2u -
w=i (=
(c) y=n (d) < y=24;
z=3 \Z=/l

14-38 (a) :r,:x+y+z—-1=0 Ay X—y—2=0
Ay X+2y—2—2= 0

(b) (1/2,2/3,~1/6). Um ponto estd na intersecdo se, g g —
te se, satisfaz as trés equagdes gerais. Resolvendo sis.
tema formado por elas, obtém-se a resposta,

14-39 8x+6y—z—39=0.
14-40 (a) (3,1,2)
(c) Todos os pontos de r.
14-41 Sio os pontos da reta r: X=(1 0,0) +4(2,1,-3). Um ponto p
pertence a , se, € somente se, existem 4 e y tais que P=
(1 + 24,4, + ). Mostre que P pertence também a z, se, g
somente se, i =—44, ou seja, P=(1+24,4,-31), o que equi-
vale a P pertencerar.

(b) Nao existem.

(d) Nao existem.

Capitulo 15 '

15-1 (a) Concorrentes em (2,3,3).
(b) NZo sao concorrentes. Sao iguais.
(c) Concorrentes em (22,—21,11).

(d) Nao sdo concorrentes.

15-2 (a) As trajetérias ndo sdo concorrentes; as particulas coli-
dem no ponto (7/2,1/4,29/4), no instante t = 3/4. As traje-
térias sdo iguais, e a segunda particula, mais veloz, “per-
segue” a primeira até alcanga-la.

(b) X=(-4,4-4) + t(10,-5,15) (tER).
15-3 a=-1/2; t=2.
15-4 (a) (-2,2,~7)
(b) (-2,6,-6) —4x+y+3z+4=0
(c) (1,4,0) Ax—T7y+62+24=0
15-5 A=(8,-7,3), B= (-3,2,3). B é o ponto comum &s retas re s.
Para obter A, determine antes M, o ponto médio de ACM
pertence a se CM é ortogonal a um vetor diretor de 1.
15-6 (a) {(-2,0,1)} (b) Earetar.
(©) {(54.3)} (d) E o conjunto vazio.
(e) {(-2/3,-1/3,2)}
15-7 Como a velocidade & unitaria, a duragao do processo é igual

asoma dos comprimentos de AB e BP; B¢ o ponto em qué 3
retar: X=A+Au intercepta 7.

-17x+7y+6z-6=0



