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adas de OG na base B
¢ dev'

50 a 2 $a0 ,
G em relagio @ as diagonais ST ¢ RU. e
homogeneidade da tampd: e porto CC(‘"::“.;‘[I? entdo OM = 3], MN = :4( Sy |
respectivamente, os pontos Médios ELe 5ok = V2T + V2K Logo, oMy |
nhe na Figura 13-2 (b)) NG = 2cos45°1 + e
o+ (V2T V2O = V21437 + 2 43y

As coordenadas de

OG = OV + MN+NG=3/+

e, portanto, G = (V2,32 + V2)s. <
= do peso da tampa, mas somep, %
Note que as coordenadas de G nio dependem dO P te de o |

e sicao). ,
caracteristicas geométricas (tamanho € pOSIG ) |

) ) istema de coordenadas Z de origem 0,
Exggctcros Nos exercicios 13-1 a 13-6 estd fixado um SIS

& ue um ponto pertence a um dos g
| 13-1 Como vocé pode reconhecer, pelas coordenadas, q p eixos g

f denados? E a um dos planos coordenados?

13-2  Se o sistema é ortogonal, quais sao as coordenadas dos pontos simétricos de P = (X.2) en

relagdo a cada plano coordenado?

Se o sistema é ortogonal, quais s&o as coordenadas dos pontos simétricos de P = (xy,z en

. 133

’ relagdo a cada eixo coordenado?

13-4  Quais sio as coordenadas do ponto simétrico de P = (x,y,2) em relagéo a origem do sistema?
13-5) Suponha que o sistema de coordenadas seja ortogonal, e que P,, P,, P,, P,, Pse P, sejam,

respectivamente, as projegoes ortogonais de P = (x,y,2) sobre Oxy, Oxz, Oyz, Ox, Oye Oz

(a) Escreva as coordenadas de Py, P, Py, Py, Pse P;.
(b) Se P& um dos vértices de um cubo de centro O e faces paralelas aos planos coordenados.
escreva as triplas de coordenadas dos outros sete vértices.

g Seja P = (x,y,2). Complete:
‘ segundo a diregd @

(a) O ponto P, = (x,y,0) é a proje¢é@o de P sobre o plano coordenado ..........
eixo coordenado .......... ;

(b) O ponto P, = (x0,2) é a proje¢do de P sobre o plano coordenado ......... sequndo a dife?
do eixo coordenado .......... .
(c) Oponto P, =(0,,2) € a projegéo de Psobre o plano coordenado .......... segundo a diregao®

eixo coordenado .......... .

AF Dete™

13-7  Na Figura 13-3, ABCDEFGH é um paralelepipedo. Sejam 6, = AB, 6,= AC € &=
’ daS'

as coordenadas dos pontos A, B, C, D, E F, Ge Hnos seguintes sistemas de coordend

A-~1:~2'-’3 €,,6,,6
(a)( e,e e) (b) (H:enezvea)

c) (G—e,,6,/2,26 iy
(c) ( €4 2) (d) (A,ez.ea,e,)
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. —~ (3.-2.—~1). Determine a tripla de ¢q |
m Exercicio (1) Scjom A = (-1.4,7) ¢ B = (3-2-1). De Ordenada" e |
Resolvido ponto médio de AB. "

R L y C Uc, Se M é 0 £ g0 )
(h) l)il(l()s A= (.‘.'.).“:') e B = ()2.)2;‘.2)4 mostre l ponto mcdl() dc [
entio & ||

M= itn Ytn ata, |
2 2 2 liay,

Resolugcéo

(a) Acompanhe na Figura 13-4 (a): como M = A+AM=A+ 4B, CO"CIUimog |
M= (147 + B+ 1,2-4-1-D2=1AD+ QB4 = (1,13 qu(e |

(®) Seja M = (x,2). Como 4B = (x, ~ X2 = Yta = 2) € M= A + 4By g
coordenada de M é x = x; + (X — x))/2 = (x; + X,)/2. Analogamene, Obtemoa |
y=(, +y,)/2 ¢ z = (z, + 2,)/2, comprovando que vale a igualdade [13-1, '

W

Exmzcicxo 13-9 ados A=(253) e B=(1,1,0), calcule as coordenadas dos pontos Ce D, que dete

Minap
em AB trés segmentos congruentes (Figura 13-4 (b)).

(b) Sejam A= (x,,5,,2,), B= (%,.¥»,2,) € X 0 ponto que divide AB na razio r(Capitulo 5, Caleyts
as coordenadas de X em fungéo de re das coordenadas de A e B.

} B B Q
D
M M
c
A A P
(a) (b) (c)
£ Figura 13-4

Exercicio Determine as coordenadas de 0, simétrico de P

= (1,0,3) em relagiio a M = (1.2 j

Resolucao '
Q=M+MQ=M+1TM'=(I,2,-1)+(0,2,_4)=(L4’_5) {7
XERCiCIO 13-10 Determine as coordenadas do ponto Q, simétrico de P = (x.y,2) em relagdo a M= (Yo
Exercicio Sejam, em relagio a um sistema ortogonal de coordenadas. A = (-1,0,2), B= (1,1,’1)2 !
Resolvido € =(L0.I). Mostre que A, B e C sio vérice, o : gingulo €10° |
s is6sceles. ¢s de um tridngulo, que ¢é reting ’

-
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Exsnclctos 13-11

13-12

13-13

13-14

13-15

13-16

13-17

Observagéao

Geometria Analitica — um tratamento vetorial

® (a) Mostre que esses pontos sdo vértices de um quadriltero plano.

= 1p2v—1 N B =
Em relagéio a um sistema ortogonal de coordenadas, A = ( ) (0,1,1) 4 c.
i Giilatero.
Mostre que A, B e C séo vértices de um triangulo eqiiléte

Seiam A= (1,6,4), B= (2-1,9), C=(11~1) @ D= (1,1,8). Para que valores g 5,

. 2 Pony
s&o vértices de um quadrilatero? Este quadrilétero é plano ou reverso? 5

Sejam A = (-1,0,0), B= (2,-1,-1), C=(0,3,1) e D= (4,5,1).

(b) Mostre que o quadrilatero do item (a) é convexo (um quadnl.éter’o ;lalano é Convexo gq Nenty,
ma das retas que contém seus lados separa os outros dois vertices, o que €quivalg an,
nhum de seus vértices ser interior ao triangulo determinado pelos outros trés),

() Sabe-se da Geometria Plana que a reta que contém uma diagonal qualquer de yn, Quadi,
tero convexo separa os outros dois vértices. Utilize essa propriedade e o critério do Exercigy
Resolvido 6-16 para descobrir quais sdo os lados e quais sao as diagonais do Quadrifgte,
do item (a).

Mostre que os pontos A = (2,6,-5), B = (6,9,7), C=(5,5,0) e D = (3,10,2) sdio vértices de yy
paralelogramo.

Sejam A= (3,0,-1), B= (0,3,0), C=(5,1,-2)e D= (~4,1,2). Mostre que esses pontos s3o vértices
de um trapézio e diga quais séo as bases, os lados n&o-paralelos e as diagonais.

O quadrildtero ABCD é convexo. Sabendo que 4CD =—3CA4 + CB, diga quais s&o suas diagonais
€ quais sdo seus lados.

Sejam A= (x,,1,2)), B= (x,,y,,2) e C= (%.¥.2) pontos quaisquer. Examine se sao verdadeiss
ou falsas as afirmagoes seguintes, Justifique

X3 V3 Zy
entdo A, Be Csip colineares.

(b) Se A, Be Csao colineares, ento A = 0.

Na Geometria Analiticy Plana aprende-se a reppq conhecida como condigdo d¢ alt

- o «

nhamento de trés pontos:
Sejam A = (x,y), B = (e C= (X

tou
. ») pontos de um plano 7z no qual se a0
um sistema de coordenadas, Entio, A

- . e
Be Csio colineares se, e somente &




. - =~ s

4

Respostas — 503

(¢) Os lados sio AB, BD, pC e CA; as dlagonz?is, /10 e BC'.'
Exprimindo (por exemplo) AD como combinagdo linear
de AB, AC, vocé encontra coaficientes de mesmo sinal:
AD=AB + 2AC. Pelo critério do Exercicio Rasolvido 6-1 6,
a reta AD separa Be C, @, portanto, O segmento AD é

a 6 BC, e 0s qualro segmentos res-

&, descobrir de infciouma

ontes tenham mesmo Si-

s tivessem sinais con-

assando vetores de

Cap!fulo 13

131 P ola apari¢do de coordenadas nulas. Pontos do Oy 14
denada e cota nulas: (x,0,0); pontos de Oy tém nbsc'm v
cota nulas: (0,y.0); pontos de Oz tém abscissa o ord:eS e
nulas: (0,0,2); pontos do plano Oxy tém cota nula: (x or;?ga
plano Oyz, abscissa nula: (0,y,z); do plano Ox;; o;()i’,en. do
nula: (x,0,2). : za

uma diagonal. A oulr
tantes sao os lados. Como se v
combinagao linear cujos coelici
nal simplifica a resolucao. Se ele

trarios, vocé poderia “corrigir” isso p .
utro. Assim, por exemplo, da igual-

um membro para 0 0 por exempro. |
dade BD = —2BA + 2BC decorre BC = BA + BD/2, 0 que

mostra que BC é diagonal.

13:2 EM relagdo o plano Oxy: (xy,~z). Em relagdo ao plano Oxz:
(x-¥.2). Em relagao ao plano Oyz: (-x,y,2). Faga uma ligura;
pare 89, ComBNSE de que isto ¢ falso quando o sistema néo
¢ ortogonal.

13-3 Em relagdo a Ox: (x=y:~2). Em relag@o a Oy: (-x,y,-z). Em Bl
relagdo a 0z: (-x,-y,2). Isto ¢ falso quando o sistema nao é 13-14 Mostre que dois dos vetores AB,AC, ADsédoLleque um dos

otogona trés é a soma dos outros dois.

e DB = 2AC e que (/Tﬁ.é_(f) é LI. Disso decorreé

13-4 (_x‘-y.—z). Vale mesmo que o sistema nado sej 13-15 Verifique qu
Ja ortogonal. o plano, com dois lados opos-

l (A i d. elellfeS pOIS “DB“ o=
4 ( (g} ) ‘ 5 (O,y_O) P - (0'0'2) tOS palaleIOS de co llplllllelllOS | (

2llACII), ou seja, um trapézio. A base malor é DB e a base

b o i (xy=2 (X-y~=2) menor é AC. Como 0s segmentos orientados (D,B) e (A,C)
= S x-y-2) sdo de mesmo sentido (pois isso acontece comDBe AC), 0s
136 (&) Oy, Oz (b) Oxz, Oy. (c) Oyz, Ox. segmentos DA e BC sao disjuntos (Definigao 1-2 (c)), ndo

Observe que, neste exercicio, as projegoes podem ser obli- podendo, portanto, ser diagonais. Logo, 08 |E‘ldOS_ nao-parale-
quas. Faga uma figura. los sdo DA e BC. Por exclusao, as diagonais sao AB e CD.

137 (a) A=(0,0,0) B=(1,00) C=(010) D=(-110) Vocé também pode reEsolvefr 'estfae:(;rccfcio pelo método indi-
E=(-101) F=(001) G=(-111) H=(211) cadona resposts do Sxered @
13-16 CB = 3CA +4CD. Os coeficientes da combinagao linear sao
(©) A=(2 =N B=E~) C=(20-1)'D= (1,0-1) de mesmo sinal; logo, pelo Exercicio Resolvido 6-16, a reta
E=(1-10) :Fm(@=10)r G=0,00):H=000 CBsepara Ae D. Concluimos que CB é uma diagonal e AD é
Observe que essas respostas sao obtidas das de (a) so- a outra, Os lados sdo, portanto, AB, AC, BD e cD.
mando-se o vetor (2,-1,-1); explique por qué.

©) A=(1,2-12) B=(14-12) c=(1,200 D=(1,00)
E=(00-1/2) F=(02-172) G=(00,0 H=(0-20)
@ A=(000 B=(001) c=(1,000 D=(10-1)
E=(01-1) F=(010) G=(11,-1) H=(1,1-2)

13-17 (a) Falsa. Contra-exemplo: os pontos A= (1,2,2), B= (3,4,1)
e C = (1,0,-3) nao sao colineares (pois AB e AC sao LI),
mas o determinante correspondente € nulo. Qutro argu-
mento, fatal: se a afirmagéo fosse verdadeira, tomando
C=(0,0,0) e dois pontos A e B quaisquer de £3, conclui-
rfamos que esses trés pontos sao colineares e, portanto,
[°® seria uma reta. Assim, o determinante formado pelas
coordenadas de trés pontos ndo tem nenhum significado
geométrico e ndo serve para verificar a colinearidade dos
trés pontos. Para fazer isso, o correto (e muito mais sim-
ples) é analisar a dependéncia linear de (AB,AC).

13-8 (-4,6,1)
13-9 (a) C=(5/3,11/3,2)

(b) x=(x, + rx)(1+71)
z=(z,+ rz)(1 + 1)

1310 Q= (2% — X2Yo — ¥2% — )

D=(4/37/31)
y=(n+ (140

13-12 a = ~1; reverso. (b) Verdadeira. Se A, Be Csdo colineares, entdo os pontos

1313 (b) Como somente no item (c)

7\

Os pontos sao vértices de um quadrilatero se, € somente se,
sdo trés a trés nao-colineares, ou seja: A, Be C nao sao
colineares, A, B e D nao sao colineares, A, Ce D nao sao
colineares, e B, C e D nao sao colineares. Issc_)-(.nﬂ dizer
que (AB,AC) é LI, (AB,AD) 6 LI, (AC,AD) ¢ Lle (BC,BD) é L,
0 que acontece se, € somente se, @ ¥ —L Ne_s_se caso, o
determinante das coordenadas dos vetores AB, AC, AD (nes-
sa ordem), que é igual @ -s(a+1), & diferente de 0. Logo, 0S
trés vetores sao LI, e, portanto, 05 pontos A, B, Ce Dnéao sao

coplanares: o quadrilatero é reverso.
vocé saberd quais s&o os la-

dos do quadrilatero, utilize © Exercicio 5-5.

(l. A, i? C sao coplanares e, por isso, os vetores OA,
OB e OC sao LD. Logo, pela Proposigao 7-6, A = 0. Des-
ta vez, estamos enxergando, nas linhas de A, coordena-
das de vetores.

Capitulo 14

14-1 Amanda errou apenas o Exercicio B.

14-2 (a) Forma vetorial: (x,y,2) = (4,-7,-6) + 1(1,—1,-1).

Forma simétrica: X=4 =Y 7 o 6
-1 1 1
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Defini¢do

Capitulo 9 — Produto escalar — 71

A definigiio seguinte, que ¢ independente da escolha dos representantes, servird bem aos nossos
propésitos.

Sejam u e v vetores ndo-nulos. Chama-se medida angular entre i ¢ v a medida 0 do
dngulo POQ, sendo (O,P) e (0,Q), respectivamente, representantes quaisquer de nev
com mesma origem (Figura 9-2 (a)). Sobre o nimero 6 impoe-se a restri¢iao N<0=n
se a unidade adotada for radiano, ou 0 < 6 < 180, se for grau. Indica-se 6 por ¢ ang(u,v),
~especificando, se necessario, a unidade adotada (grau ou radiano). ‘

(a) (b)

Figura 9-2

Embora tenhamos abdicado de definir angulo entre dois vetores ndo-nulos, optando por traba-
lhar com o conceito de medida angular, vamos preservar, por conveniéncia, alguns termos utiliza-
dos na Geometria (ser4 um abuso de linguagem benéfico). Assim, se u e v sdo vetores ndo-nulos e
a medida angular 0 entre eles, em graus [respecnvamente em radianos], € menor que 90 [respec-
tivamente, menor que Jr/2] diremos que u e v formam angulo agudo. Empregarcmos também
expressdes como u e v formam 4ngulo reto”, “u e v formam angulo obtuso”, “u forma dngulos
congruentes com ve w”, “u forma dngulos suplementares com vew” etc.

2 “

Verdadeiro ou falso?

(a) A medida angular entre um vetor nao-nulo e ele mesmo é 0 (graus ou radianos).
(b) A medida angular entre dois vetores nao-nulos e ortogonais é z/2 radianos.
'5 (c) A medida angular entre dois vetores de sentido contrario é 180 graus.

(d) N&o existem U e v tais que ang(u,v) = arcsen(-1/2).

9-2 Em uma roleta de centro O, o preto 17 ocupa a posi¢ao P. Apds um giro de 7x/5 radianos, passa
a ocupar a posigao Q. Qual é a medida angular em radianos entre OP e OQ?

9-3 Seja ABCDEF um hexéagono regular de centro O, como na Figura 2-10. Obtenha as seguintes
medidas angulares em graus:

(a) ang(AC,DE) (b) ang(AC + AE,BF)
(c) ang(AO + CE,CF) (d) ang(DE,BF)




74 — i ial -
Geometriq Analitica — um tratamento vetor eaeb, sabendo que u = (1,1 2 =

. (b'
nonormais E e F. Determin a’“ﬁ&

EXERCICIO 9-8 Sao dadas as bases 0
v=(123) = (3,12

al, sio dados u=(20-3)ev=(LL1), Caley)e

| ) em I
Exercicio Em relagiio a uma base on()norml_;c - }
Resolvido radianos, a medida angular entre |
Resolugao {

Sendo |

7 = (20-3)(1.1.1) = 2:1 + 01 + (-3)1 =~ (pela Proposici .

|
7l = 12,0.-3)ll = V27 + 02 + (-3)* = V13 (por [7.4), |
19 = 11,1, = VI + 12+ 12 =3 (por 7.4

L R

(por [9.3) |
cosf = ——— = = ) |
lall 151 V13v3 V39 |
concluimos que 6 = arccos(-1/v39). <.

E){ERcic]os S&@o dadas as coordenadas de uevem relagdo a uma base ortonormal fixada, Calcule, em
; radianos, a medida angular entre e v,

(@) U=(1,01), V= (-2,102). (b) u=(33,0), v=(21-2).

(©) U=(-1,1,1), V= (1,1,1). (d) u=(v3/2,1/2,0), v = (V3/2,1/2,33).
() U = (300,300,0), 7 = (~2000,-1000,2000).

-

9-10  Sejam B = (/,},K) uma base ortonormal, 4 = (x,,
Cada um dos niimeros Cosa, cosf, cosy cham
(cosa,cosp,cosy) chama-se tripla de co-

2)s#0,a= ang(E,T), B= ang(ﬂj) ey = ang(uk).
a-se co-seno diretor de # relativamente 2 B, ¢
senos diretores de relativamente a B. Mostre que:

X
@cosa=—-2Z cosf = y z
- _M —
X+ YT 22 VC+ 2y 52 cosy = Xt itz
(Aplique este resultado a(

1,-3,V6) e a sey oposto.)
(b) cos’a + cos?B + cos?y = 1

(c) Os co-senos diretores de Urelativamente 4 g $ao as coordenadas do versor de u na base B
(d) Se (cosa1,cosﬁ1.gosy,) ¢ (cosay cosp, cosy,) séo, re

. . encs
i U ; Spectivamente, as triplas de oS
iret 2 ' N
diretores de u, e U, relativamente 3 base B g g é a medj da angular entre I e &-2 entdo cos?*
COS,C0St, + Cog e
1 2 E 610.03/32 + COS)’1C03}’2r ou Seja, devido a (C) cosf é o produto escalar dos
versores de u, e u, (isso & também ym ' P

4 conseqiigncia imediata de [9-3]).
‘i imeitd
arios (em Particular, se F & ortonormal), a Prim®

' . ) ab
0S diretores o Primeiro vetor de F relativament®
S colunas.

(e) Se F é base formada de Vetores ynjt
coluna de My é formada Pelos co-gen
Resultado analogo vale Para as oytrg

Exercicio Sendo E uma base Ortonormg|, deter

S _ Mine y e 200); © ]
Resoititie v=(-10,x,0); sejam ortogonajs, Para que os vetores 1 = (x,10,20 ) 1

g
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F

Resolugao |

De 161" = (6,10,200)(~10,x,0); = x(=10) + 10x + 200-0 = 0 resulta, pela Proposigao

9-3 (¢), que 1 ¢ v siio ortogonais para todo x real, <
Ex:ncicxos Nos exercicios 9-11 a 9-19, todas as coordenadas referem-se a uma base ortonormal fixada.

(911

3

o
g
o

e e e P TR

@ ©

9-15

9-16

9-17

)

9-18

9-19

Proposi¢éo

Determine x de modo que uev sejam ortogonais.
(@) u = (x0,3), v=(1,x3). (b) U = (x,x4), v=(4,x1).
(© u =(x+1,1.2), v=(x—1-1,-2). (d) u = (x~1,4), v=(x-3,1).

Determine u ortogonal a (-3,0,1) tal que t-(1,4,5) = 24 e u-(-1,1,0) = 1.

(a) Obtenha os vetores de norma 3V3 que séo ortogonais a u=(23-1)ea v =(2,-46).

(b) Qual dos vetores obtidos no item (a) forma angulo agudo com (1,0,0)?

Obtenha a tripla de coordenadas do vetor que tem norma V3, é ortogonal a (1,1,0) e a (-1,0,1),
e forma angulo obtuso com (0,1,0).

Obtenha um vetor u ortogonal a v = (4,-1,5) e w = (1,-2,3) tal que u(1,1,1) = 1.

Dados v = (1,1,1), w = (0,1,~1) e f = (2,1,-1), obtenha & de norma 5, ortogonal a f, tal que
(u,v,w) seja LD. Algum dos vetores encontrados forma angulo agudo com (-1,0,0)?

Obtenha u ortogonal a (1,1,0) tal que Ilull = V2 e a medida angular em graus entre u e (1,-1,0)
seja 45.

Descreva o conjunto de todos os vetores w ortogonais a v = (2,1,2) tais que u = (1,1,~1) seja
combinagao linear de v, w.

Decomponha i = (1,0,3) como soma dos vetores v e w tais que v, (1,1,1) e (-1,1,2) sejam LD e
w seja ortogonal aos dois ultimos.

Quaisquer que sejam 0s vetores invew e qualquer que seja o nimero real 4, \"1lem as
propnedadcs :

(a) wu- (v+w)=17f;+ Uw .
(b) - (Av) = (,1u) v= /l(u.v)
(c) . U = Vel

(d) Se 1 # 0, entdio w1 > 0.-

(Usando o Principio de Indugao me podc se estc.ndx,r a propncdade (a) para qual-
qucr nimero de parcelas: U (v + v + ..+ v )= U vl + u.v 4.t TRY; v,

i
|
|
l
{
!
i
J
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Demonstragéo

Demonstraremos apenas o item (a), deix
que, em relagiio a uma base ortonormal fixa
Entio, v 4w = (a, + aynby + by,c; + ¢3) €

ando os restantes para voce, S“Ponham

da. l';__: (alybhcl)’ v= (az,bzyCZ), W: (a b
b 3’03)'

(5 + ) = (@ bpe) @ + anby + bt Cs)
= ay(a, + a;) + by (b, + by) + ¢ (¢, + €3)
=a,a, + aya; + b, + bby + ci6; + €G3
= (a,a, + b)b, + c,cy) + (aa; + b,by + ¢ \cy)

= U+ Uw ]

Exsncfcxos 9-20  (a) Prove os itens (b), (c) e (d) da proposicéo anterior.

| (b) Prove que, quaisquer que sejam os vetores U, V e W e 0s escalares a e f, vale a iguaidag,
u-(av + fw) = au-v + fu-w. Esta propriedade é chamada bilinearidade do produto escaly
‘ (Usando o Principio de Indugao Finita, pode-se provar que a propriedade vale para quanUe;
ndmero de parcelas: u-(a,V, + @V, + ... + a,V,) = UV, + AUy + .. ana"-;n-)

9-21) Verdadeiro ou falso? Justifique sua resposta.
(@ uu=0ou=0 (b) uv=0=u=00uv=0

————— e

— -

(c) u-(Vv—w)=0v—tw (du=-v=0uv=0

9-22 Y I .
Observe a P.roposu;ao 9-7. Apenas como exercicio, pois esta nomenclatura nio € habitualmente
usada, relacione as palavras comutativa e distributiva a um ou mais itens do enunciado. Expli-
que a auséncia de uma propriedade associativa, que seria “(G-v)-w = u-(vw)’

§
| Sendo u e v unitérios, lIwll = 4, uw = -2, vy = -4, e ang(u,v) = /3 radianos. calcule:

@ @+v+w)u (b) 20—V + W) (=T + ¥)

(c) (5u - w)-(w - 20) (d) (W=V+ 0)(~i + 2w + V)

A operagao que oS ;
menlio a]@ ébxc']ico 3 catda Pﬁt{ de vetores (u,v) associa o niimero real 77 tem comports
asseguraga Propos?;52n9tO7 Omcfli 08 padttcs aos quais vocé deve estar habituado. Como
- k4
- podemos alterar a o

d . rdem dos fat i odemos
tirar paré “distribuindo” A ] s fatores (item (c)), P
aix;dap“ ntes::s dlStI’le)ll}IldO Ou por em evidéncia um fator comum (item (), ¢

& puxar” um coe Iciente para fora dos parénteses (item (b)). H4, porém Coisas
que ndo podem ser feitas; destaquemos algumas - Ha, p »

o S

* Naigualdade u-v = u-w ndo podemos cancelar i e concluir que v = w, nem mes™
se sgubgmos que u :t 0 (Bara obter um contra-exemplo, t que ; = w, tores disti™
os v e w, e um terceiro, #, ortogonal a ambos). De 5‘7'_0_[“_‘; ois ve <o sith
concluir que € ortogonal a v — v, pois 77.7 = Uy < ..'_,. s podem_?s%—- W)=
(usamos o Exercicio 9-21 (c)); veja a Proposicdo 9-3:14 —uw =0 u

« De u-v = 0 nilo se pode concluir que al <
resposta do Exercicio 9-21 (b),

- i a
gum dos dois vetores seja nulo- Vejd
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m Observacao

Exsncfcxos

9-27

9-28

9-29

9-30

9-26

pertence a T,
)é Ll

. sdo T
(b) qualquer combinagéo linear de vetores

* (c) 80 4 0 v sAo dois vetores LI de T, entéo (u,v,W

* (d) trés votores quaisquer de T sao LDi 6, todo vetor de T & comp

® (¢) se i e v sio vetores LI de T, entdo u e vgeram T, isto &, a3 ling,,
de 1, v (compare com o Exercicio 6-18).

Prove que as coordenadas de qualquer vetor u na base 0 " orrr_l.a‘l'g = (11.k) so iquais s

produtos escalares de t por nje k, ou seja: u = (u1)r + () + (uk)k.

Conforme o Exercicio 9-24(b), qualquer tripla de chfcf ‘nao-mf]os d01‘s a dois oy,
gonais ¢ base. Logo, se E é uma tripla de vetores unitarios d01s. a dois Ortogong;;
entdo E é base, neste caso, ortonormal. Logo, as bases ortonormais podem ser Carac.
terizadas, com o auxilio do produto escalar, por

€€ = €€ = €363 = 1

E = (¢,,¢,,¢;) é uma base ortonormal < L [9-3]
ere,=epe;=epe;=0

Sejam 4, v, a e b vetores néo-nulos tais que & = aa e v = 8b. Mostre que ang(u,v) = ang(3 5 ss
af >0 e ang(u,v) = — ang(a,b) se af < 0 (estamos usando o radiano como unidade de medida

angular). Conclua que ang(a,v) = ang(ﬁ.ﬁ). Interprete geometricamente.
u 14

Sabendo que U + v+ w = 0, llull = 3/2, IVl = 1/2 e llwll = 2, calcule U-v + v-w + w-u.

Sejam 4, v e w vetores de norma 1 tais que -7 = -1 = g} = 1/2. Verifique se w é combinagio
linear de 4, v.

Na Figura 9-3, a circunferéncia de centro O tem raio r. Calcule BA-BC em fungdo de re ¢as
medidas « e f dos angulos indicados. Aplique o resultado

a - W
para provar que todo angulo inscri
em uma semicircunferéncia é reto.

Figura 9-3
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7-15a=b

7-16 -1, 1/2 e 1/2 (nessa ordem).
7-17 (a) m » -4/7

7-18 (a) m=#= 2

7-19 (b) m=-1/4

7-20 (a) V3 ) V2 © 5 (d) ¥21

7-21 (a) AB, AE e AD nao sio paralelos a um mesmo plano; logo,
sa0 L. Por isso, formam uma base, que ndo é ortonor-
mal, pois AB, por exemplo, ndo & unitério.

(b) AG = AB + BC + CG = AB + AD + AE = AB + AE + AD.
() d*=3"+2+12=14,

(d) (7-4) s6 pode ser usada se a base for ortonormal.

(b)y m=1
(b) Nao existem.

Capitulo 8

82 a=3872,b=-1,c=-1/2.
8-3 | -3 1 1

U= 128, - 86, 3e,

84[-1 3 -4

0 0 3 U= 116, - 36, - 4e,
1 0 ©
8-5 1 0 1
m#-1tem=#=1 1 m 0

86 u="f/2+f-f)4
8-7 (2,-3,6)
8-8 (a) LI
8-9 Sim.
U=-a-b3+2¢/3 V=al2+bB3+c/3 w=-b3+2c/3
8-10 (a) Verdadeira. Escreva f,e §, como combinagéo linear dos
vetores de E.

(b) LD

(b) Verdadeira. Se Me = Mg, entdo Mgr= Mgr, ou seja, My =
M, e recaimos no caso (a).

(c) Verdadeira. Lembrando que /, = Mg, obtemos Mer = M,
recaindo no caso (a).

(d) Falsa. Contra-exemplo: f, = =6, f, = —&,, /, = 6,

8-11 -12 12 12
@ Me=| =12 12 12 (b) (=1/2,1/2,-1),

12 12 172

8-12 (a2 0 B oo,
Mg = Y 0 L Mer =) 112 0 ‘6/2
42 32 0 Lo 1,
1 11 0 o0
Me=| 1 1 0 Mse=| 0 1
1 0o O L B
[ (B2 (B2 V32
Mes = 1 0 0
(VE-12  (B-102 -1
[ 0 1 0
Mgr = 1/2 -1 V3/2
(V3-12 0 ~(B+1)2
Mee = Meg = Mog = ls
Capi’tulo 9
9-1 (a) V (b) V (c) V (d Vv
9-2 0,6  radianos.
9-3 (a) 150° (b) 90° (c) 60° (d) 30°
9-4 45° e 45°, ou 135° e 135°.
9.5 —1/2.
9-6 -6

9-7 v = (ba')u d4 o maior valor, que é ab; v = —(ba™")u da o me-
nor valor, que é —ab.

9-8 a=1eb=2,0ua=2/5eb=11/5.
9-9 (a) x/2 (b) =/4
(d) =/3 (e) 3n/4

Para o item (e), note que & = 300(1,1,0) e v = 1000(-2,-1.2)
use isso para simplificar as contas.

9-10 (a) 1/4, -3/4 e V6/4; —1/4, 3/4 e —\6/4.

(c) arccos(1/3)

911 (a) -9 (b) -2 (c) +V6 (d) Néo existe.
9-12 (1,2,3)

9-13 (a) (3-3-3) e (-3,3,3) (b) (3-3,3)

9-14 (1,-1,1)

915 (1,-1,-1)

9-16 U= (1,0,2) ou & = (~1,0,-2). Sim, o segundo.
917 (V2/2,2/2,1) e (V2/2,~V2/2,-1).

9-18 E o conjunto dos vetores A(7,8,~11), com 4 # 0.
919 U= (1/2,3/2,2) + (1/2,-3/2,1).

r0-
9-21 (a) Verdadeiro. Utilize a Definigao 9-2 (a) (para )eaf
posig¢ao 9-7 (d) (para =).



(b) Falso; contra-exemplo: ¢ = (1 1,1)

eevs= (1,1
£ uma base ortonormal; e v

—2); sondo
80 nao- nulos e .y = 0.

© Verdadeiro; escreva u.(v_ W) = 0. v+ =

1 i
Proposicao 9-7, (a) e (b). Wle aplique a

(@ Verdadeiro; conseqliéncia da Proposicag g. 7

. Comutativa —_ item (c); distributiva — item (a). A Propriedad
associativa nao temlugar na digebra do produto escalar, ol
nao existe produto escalar de tras oy mais vetores, Com: e
¢ um numero real, ndo podemos nem pensar em calgy| -
produto escalar desse nimero por 0

9.23 (a) —1/2 (b) ~7/2 (c) -40 (d) 33

9-24 (a) Sim. Para uma resolugao répida, veja o Exe
Para exercitar-se com determmantes si
resolugao do Exercicio Resolvido 9-9,

(b) e ().

rcicio 7-14,
Ja 0s passos da

(b) Sim, vale também para dois vetores,
9.25 (a) Use a Proposicéo 9-7 (d).
(b) Se Vy, V; ... V, S0 vetores de T, entiio
(Vs + oo+ QY)W = VW 4 . Aavew=0
(© Se (u v,w) fosse LD, w sena combmac;ao linear de u, v:
w = at + fv. Entao, w-w = w au + V) =

... =0, contrari-
ando (a).

(d) Se existissem a, b e ¢ Ll em T, w seria gerado por eles:
W=aa+ ﬂb +7C. Siga os passos da resposta (c).
(e) Seja Z um vetor qualquer de T. Pelo item anterior, (u v, z)
é LD e, como (u v) éLl,zé combinagéo linear de a, v.
9-28 —13/4. Vocé pode partir de (u F V4 w)-(u V4 w) =

desenvolver, usando a Proposi¢ao 9-7. Outro modo é proce-
der como na resolugao do Exercicio Resolvido 9-9.

9-29 Nao, pois (u,v,w) é LL.

9-30 BA-BC = r’[1 + cosa — cosf} — cos(a + )]

9-31 52

9-32 (a) DM = DC + DA/2
(b) arccos(-3/V10)

9-33 arccos(3/V22)

9-34 213 e V3; arccos(V2/4).

9-35 Sendo a a medida de uma aresta e AB e CD arestas opostas,
AB.CD = (AC + CB)-CD = AC-CD + CB-CD

= a’cos120° + a’cos60° =0 .

9-36 Escolha uma base ortonormal conveniente e exprima BA e
BC nessa base. Usar o Exercicio 9-10 (d) também é uma boa
Opgao.

9-37 19,481

9-38 Observe que (c) ¢ a tradugao de (b) para @ linguagem geo-
métrica.

9-40 arccos(4/V26)

9-42 Como w é paralelo ao plano ABC, ¢ suficiente provar que
ang(u,w) = ang(v,w); para isso, calcule 0s Co-Senos. §°te
que, devido ao Exercicio 9-27, ang(u,w) = ang(a,w) e
ang(v,w) = ang(b,w).

BD =-DC - DA

Respostas — 499

i dio de
9-44 Se]am A, Be Cos vértices do triangulo, M o ponto mé

BC, i=ABe v=AC. Em (a), vocé deve provarque se Ilullv-;
= U+
Vil entéo (v — u)-(u + v) =0e ang(U,u + V) a"Q(dV o
(também se pode aplicar o Exercfmo 9-42, abrevnan o o
balho). Em (b), se 0,= ang(—u v-u)yeh,= ang(-v.v -

prove que cosf), = cosl), <> ol = AL
9-45 Utilize o Exercicio 9-42 para obter vetores paralelos as
bissetrizes.

9-46 Este é um caso particular do Exercicio 9-42.

9-47 (a) Exprima todos os vetores do primeiro membro em ter-
mos de AB, AC, AD (para isso, basta fazer aparecer A
onde ainda ndo aparece) e desenvolva. E facil escrever
o primeiro membro sem té-lo decorado: escreva as per-
mutagées ciclicas da “palavra” ABC (isto é, ABC, BC/?,
CAB; cada uma é obtida da anterior levando-se a primei-
ra letra para o final), acrescente a elas a letra D (ABCD,
BCAD, CABD), coloque as setas e complete com 0s sim-
bolos - e +.

(c) No triangulo ABC, considere as retas-suportes das altu-
ras relativas aos vértices A e B. Seja D seu ponto_c:ie '_'l'.
tersegdo. Use a Relagdo de Euler para provar que CD.LAB
e que, por isso, D pertence a reta que contém a terceira
altura.

9-48 (b) Aplicando a parte (a) aos versores de U, v e w (veja o
Exercicio 9-27), obtém-se 0 < 3 + 2(cosa + cosf3 + cosy).
(c) Devido ao Exercicio 7-14, basta considerar o caso em
que 4, v e w sdo unitarios. Procedendo como no Exerci-
cio Resolvido 9-9, vocé pode provar que (U,\-/.,;V.) é base
se, e somente se, cosa # 1 e cosa # —1/2. Pelo item (b),
isso equivale a 0 < @ < 120 (em graus). Interprete geo-
metricamente, pensando em um tripé articulado.
9-49 (a) arccos(3/V21) (b) V21
9-51 (a) e (b): se um dos vetores é nulo, vale a igualdade. Senao,
use a Definigao 9-2(b).
(©) N1+ VIR =TI + 20 + IVIZ < NTIR + 21G-v1 + V1P <
NG + 201zl VI + IVIR = (1211 + VI Usamos, na se-
gunda desigualdade, o item (a).
(d) Atese equivale a—Ilu—vll < 1Gll - IVl < |l7— vil. Escre-

vendo u = (u—v) + v e usando (c), vocé prova uma das
desigualdades. Escrevendo v = (v - ) + 4, prova a outra.

9-52 (a) O (6) WG () =Iviman
9-53 (a) (18/11,-6/11,6/11) (b) (-10/9,5/9,10/9)
(c) (0,0,0) (d) (1,2,9)
9-54 (a) v =(0,3/10,9/10) + (1 —33/10,11/10)
(b) v=(0,1,2) +(0,0,0) (©) v=(0,0,0) + (1,2,-1)

9-55 (3/4,~V3/4,1/2) e (3/4,\3/4,1/2).
9-56 (a) E consequéncia imediata de [9-11).

(b) Utilize o Exercicio 9-26 e a parte (a).
9-58 Use (b) para resolver (c); a hipotenusa & AB.
9-60 (a) a e b sdo ortogonais ou iguais.

(b) a e b sao ortogonais ou de mesmo comprimento




